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Introduction

L’ceil humain nous permet de percevoir notre environnement et ainsi de pouvoir, par exemple,
reconnaitre des personnes ou des objets. Grace a nos deux yeux, nous sommes en plus capables
d’estimer des distances ou des vitesses. En vision par ordinateur, aussi appelée vision artificielle,
le développement de méthodes et de nouvelles technologies permet d’améliorer ou de compléter la
vision humaine dans de nombreuses applications voire méme de la remplacer.

Parmi les nombreux exemples d’applications de la vision par ordinateur, on peut citer : la création
de machines mobiles et autonomes, la surveillance, la création automatique ou assistée de modeles
tridimensionnels d’objets existants, I’ assistance pour des opérations chirurgicales ou bien la recherche
d’informations dans des bases de données constituées d’images ou de séquences vidéo. Les raisons
de I'utilisation de la vision par ordinateur sont liées aux atouts qu’offre ’informatique : rapidité du
traitement de gros volumes d’informations, fiabilité et disponibilité. La recherche dans de grands en-
sembles d’images, pour I’identification de personnes ou pour la recherche d’images avec un contenu
similaire & une image donnée, est un bon exemple ol une grande quantité d’informations est présente
et ou le temps de réponse peut étre un facteur critique.

Nous nous intéressons, dans cette these, surtout a 1’utilisation de la vision par ordinateur pour la
perception tridimensionnelle de I’environnement, aussi appelée vision 3D. Les données a traiter sont
des images de I’environnement prises par des caméras. Un systeme de vision 3D a pour but d’ex-
traire des informations de nature tridimensionnelle. Par exemple, un véhicule autonome conduisant
sur un terrain inconnu doit étre capable de détecter les obstacles et d’estimer leur distance afin de
pouvoir les éviter. Le contournement d’obstacles et la navigation en général peuvent s’appuyer sur
des informations provenant du systéme de vision, de méme que la saisie d’objets par un bras articulé.

D’autres applications sont basées sur la création de modeles tridimensionnels d’objets ou d’envi-
ronnements, éventuellement enrichis par une texture réaliste ou par des informations sur la réflectance
de surfaces. De tels modeles rendent possible la navigation virtuelle dans ces environnements ; on peut
par exemple penser a la visite virtuelle de musées ou de maisons a vendre ou, pourquoi pas, d’un trou
de ver de terre qui a été modélisé a 1’aide d’une caméra miniature. Ces applications se distinguent
des techniques classiques de télévision 3D par la liberté du choix de point de vue: une expérience
excitante serait par exemple de suivre un penalty de football de la position du gardien de but ou en-
core mieux, depuis le ballon ! Ce dernier exemple semble étre futuriste, vu 1’aspect dynamique de
I’environnement a modéliser. Mais il existe déja des logiciels qui permettent de créer des modeles 3D
« photoréalistes » d’objets a partir de quelques images de ces objets. Si ceci demande encore un cer-
tain taux d’interaction de la part de I’utilisateur, la tiche de la vision par ordinateur dans ce domaine
est d’augmenter a la fois le degré d’automatisme et de réalisme dans la création de modeles.
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La détermination de mesures tridimensionnelles demande un certain calibrage du capteur, a savoir
la caméra. Les caméras effectuent des projections de I’espace tridimensionnel dans un espace bidi-
mensionnel, une surface photosensible. Cette projection peut étre modélisée de plusieurs facons et le
calibrage d’une caméra consiste en la détermination des valeurs des parametres d’un modele choisi.
Le procédé classique pour des applications de vision 3D consiste en un calibrage hors ligne, suivi de
I’application proprement dite. Le calibrage hors ligne est typiquement effectué avec un équipement
spécial. Or, parmi les applications décrites ci-dessus, il y en a ol cet équipement n’est pas disponible.
C’est par exemple le cas pour des applications grand public pour lesquelles 1’utilisation des caméras
doit étre la plus confortable possible. Beaucoup d’applications nécessitent une mise a jour fréquente
du calibrage, due a des changements délibérés (zoom, mise au point) ou accidentelle (influences ther-
miques, vibrations) de parametres de la caméra. La mise a jour par un nouveau calibrage hors ligne
est pour le moins fastidieuse, et est souvent compleétement intolérable si 1’application en cours ne doit
pas étre interrompue.

A ce stade, on se pose naturellement quelques questions.

> D’une maniere générale, est-ce qu’on peut s’affranchir du besoin de calibrer les caméras pour
effectuer des mesures tridimensionnelles ?

> Si oui, quels types de mesures sont possibles avec des caméras non calibrées ?

Avant de donner des réponses, nous considérons un autre type de capteur ou la situation est similaire,
mais plus simple. Que peut-on mesurer avec un thermometre dont la graduation a été enlevée ? On
ne peut plus qu’ordonner des températures. L’ajout d’une marque sur 1’échelle permet de mesurer
des températures relatives a cette marque et deux marques permettent finalement de mesurer des
températures absolues.

Revenons aux caméras. Habituellement, on veut mesurer des informations tridimensionnelles qui
sont conformes a notre perception du monde : on s’attend par exemple a ce que les dimensions des
objets soient mesurées en unités métriques ou que les angles formés par les murs d’une maison soient
reconnus comme étant des angles droits. Avec des caméras non calibrées, de telles informations mé-
triques ne peuvent pas étre déterminées. Tout de méme, il est possible d’extraire des informations
tridimensionnelles, mais qui sont moins riches. Le type de modele 3D que 1’on peut obtenir a partir
d’images non calibrées d’un objet est présenté dans la figure 1.1 (b). Un tel modele n’est certainement
pas satisfaisant pour le regard, mais il permet tout de méme de reconnaitre I’objet comme étant une
maison.

Nous pouvons alors donner une réponse positive a la premiere question ci-dessus. Nous allons
répondre a la deuxieme question dans la suite de la theése, en termes mathématiques ; ici, nous nous
contentons de la réponse qualitative donnée par la figure 1.1 (b). Deux nouvelles questions émergent
directement.

> A quoi servent des informations tridimensionnelles non métriques ?

> Quelles sont les informations faciles a intégrer qui permettent d’obtenir des informations mé-
triques ?

La vision 3D non calibrée est la partie de la vision par ordinateur qui donne des réponses a ces
questions. Des modeles non métriques trouvent des applications dans les domaines de la synthese
de vues, de la reconnaissance d’objets et du contr6le de mouvements de robots manipulateurs. Ces
modeles peuvent aussi former une premiere étape pour la construction de modeles métriques : I’in-
formation non métrique est souvent facile a obtenir et ceci de maniére stable. Ensuite, 1’introduction



(a) Un modele métrique. (b) Un modele dit « projectif ».
Les angles et les distances ne sont
pas préservés, mais la coplanarité
et la « topologie » de I’objet le
sont.

FIG. 1.1: Deux modéles tridimensionnels d’une maison.

de quelques informations supplémentaires permet de trouver un modele métrique. Ces informations
supplémentaires peuvent étre de plusieurs types. Nous considérons surtout le cas ou il est connu que
toutes les images d’une séquence a interpréter proviennent de la méme caméra. D’autres possibilités
intéressantes sont des mouvements appropriés de la caméra.

Organisation de la thése. Dans cette introduction, nous avons donné des idées générales sur le
sujet étudié dans cette these.

Le chapitre 3 présente une introduction étendue et plus spécifique. Les concepts importants en
vision non calibrée y sont expliqués, tels que la reconstruction projective, 1’auto-calibrage et la stra-
tification de la reconstruction. Ce chapitre définit un cadre général dans lequel nous placons nos
contributions, qui sont réparties sur les chapitres 4 a 7.

Dans le chapitre 2, nous décrivons des éléments de base qui seront utiles pour la lecture de la
these et nous fixons les notations que nous allons utiliser.

Dans le chapitre 4, nous considérons le probleme de la reconstruction tridimensionnelle a partir
de deux images. Nous y expliquons pourquoi les méthodes classiques sont inadaptées au probleme
de la reconstruction projective. Une nouvelle méthode est proposée qui effectue une reconstruction
projective optimale au sens d’un critére raisonnable.

Ensuite, dans le chapitre 5, nous proposons une méthode pour la reconstruction projective qui uti-
lise plusieurs images simultanément, améliorant ainsi la stabilité et la précision de la reconstruction.
La méthode est élégante et performante, mais nous discutons aussi ses inconvénients.

Le chapitre 6 est dédié a I’auto-calibrage. Ces dernieres années, beaucoup de travaux sur le sujet
ont émergé ; nous les résumons dans un état de 1’art. Dans ce chapitre, nous proposons une méthode
pour 1’auto-calibrage d’une caméra linéaire, qui se présente relativement simplement par rapport au
cas des caméras habituelles. Nous considérons aussi 1’auto-calibrage de caméras avec un objectif a
focale variable. Une méthode est proposée qui s’appuie sur un pré-calibrage d’une caméra.
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Dans le chapitre 7, nous étudions les situations de dégénérescence de 1’auto-calibrage, plus concre-
tement les mouvements de caméra qui causent des dégénérescences pathologiques. Ce chapitre contient
une étude théorique du probléme, qui meéne a des conclusions importantes pour la pratique.

La these est close par le chapitre 8, ot nous résumons nos conclusions et indiquons quelques
perspectives pour la recherche sur les sujets traités.

Des détails et des preuves complétant le contenu des chapitres sont donnés dans les annexes A a
D.



Eléments de base

Dans ce chapitre, nous décrivons des élé-
ments de base qui seront nécessaires pour la
lecture de cette theése. Tout d’abord, nous défi-
nissons les notations utilisées. Ensuite, les mo-
déles de caméra employés dans cette thése

sont décrits, ainsi que la géométrie épipolaire,
les quadriques et d’autres éléments géomeétri-
ques.

Pour compléter le contenu du chapitre, nous
renvoyons au livre de Faugeras [58] et aux livres
de géométrie, par exemple [20, 171].
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2.1 Conventions et notations

Tout au long de cette thése, nous travaillons en coordonnées homogénes: a défaut de mention
contraire, les points, les droites, les transformations etc. sont représentés par des vecteurs ou ma-
trices, parfois des tenseurs, définis a un facteur multiplicatif pres. L’égalité a un facteur multiplicatif
pres entre vecteurs ou matrices est désignée par le symbole ~. Nous ne distinguons en général pas
les entités géométriques et leurs représentations algébriques, par exemple nous ne faisons pas de
différence entre un point et son vecteur de coordonnées ou entre une conique et sa représentation
matricielle, donnée par rapport a un repere qui est déterminé par le contexte.

Les vecteurs sont représentés par des caracteres gras, comme (, et les matrices par des caracteres
sans-sérif, comme A. Les points 3D sont notés en majuscules, le plus souvent Q ou Q. Un point
image (2D) correspondant est désigné par le méme caractere, en minuscule ; ici q ou q,. L’index p
énumere les points et ¢ les images ou vues. Ainsi, g, est la projection du p€ point dans la ¢ vue. Les
matrices de projection sont nommées P ou P;. La droite reliant deux points Q; et Qs est désignée
par (Q1Qy).

Les coniques, quadriques et plans sont désignés par des caracteres grecs, minuscules pour les
coniques, comme ¢, et majuscules pour les autres, comme A pour un cdne et IT pour un plan. Les
coniques dans 1’espace 3D (voir plus bas) sont notées en majuscule : .

q représente un vecteur colonne. Un vecteur ligne est donné par q ', ot | désigne la transposition,
d’un vecteur ou d’une matrice. Par AT, nous abrégeons (AT)_1 ou (A_l)T. Une sous-matrice d’une
matrice A est souvent notée A. Le signe A est I’opérateur du produit vectoriel et [q], est la matrice
anti-symétrique associée a un vecteur q de longueur 3, pour le produit vectoriel :

0 —g q
[alr = | a3 0 —q
- q 0

Parfois, nous désignons la matrice adjointe a A par A*, c’est-a-dire que :
A* = (AT .

Les vecteurs et matrices nuls sont représentés par 0, 02, 03 ou 034, leurs dimensions étant connues
du contexte ou indiquées par des indices. La matrice identité est désignée par I, ou I,, pour indiquer
ses dimensions.

Par abus de langage, nous appelons les similitudes souvent transformations euclidiennes.

Par P™ nous désignons 1’espace projectif de dimension 7.

Quand nous parlons de projections perspectives ou affines, sans préciser les dimensions des es-
paces concernés, nous sous-entendons des projection de P2 dans P2. Par des bruits gaussiens tout
court, nous entendons des bruits de distribution normale, centrés, indépendants et de variance égale.

2.2 Des modeles de caméra

Dans cette section, nous décrivons les modeles de caméra utilisés dans cette these. Principalement,
le modele de caméra perspective est employé (voir 2.2.1 et 2.2.2). Dans 2.2.3, nous adoptons un
modele sténopé qui permet de traiter aisément son cas limite, la caméra affine et ses sous-classes, les
projections orthographique, orthographique a 1’échelle (perspective faible) et para-perspective. Les
caméras linéaires sont brievement discutées en 2.2.4.
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2.2.1 Laprojection sténopé

Le modele sténopé modélise une projection perspective avec un centre de projection C et un
plan image II. Le centre de projection est souvent aussi appelé centre optique et le plan image,
rétine. La projection d’un point Q de I’espace est définie comme étant I’intersection q du rayon de
projection (CQ) avec le plan image. Cette projection peut &tre représentée par une transformation
projective P de P2 vers P?:

q3 ~ P3x4Q4

ou les indices indiquent les dimensions des entités. La matrice P est appelée matrice de projection.
Nous supposons dans la suite que la matrice de projection est toujours de plein rang, c’est-a-dire
de rang 3. Le centre de projection est représenté (en coordonnées homogenes) par n’importe quel
vecteur C du noyau de P. Ceci correspond bien au fait que la projection du centre de projection n’est
pas définie : PC = 03 (nous rappelons que les vecteurs nuls ne sont pas admis comme vecteurs de
coordonnées homogenes).

Plan i’”age

Point
principal

cal~~~d Axe optique

FIG. 2.1: Le modéle sténopé.

Nous définissons maintenant quelques autres notations associées au modele sténopé : 1’axe op-
tique est la droite passant par le centre de projection et perpendiculaire au plan image. Son inter-
section avec le plan image est le point principal. Le plan focal est constitué des points de P2 qui
se projettent sur des points a I’infini du plan image. Il s’agit donc du plan passant par le centre de
projection qui est paralléle au plan image.

Nous distinguons maintenant les deux principaux modeles de caméra: une caméra perspective
est une caméra effectuant une projection sténopé, dont le centre de projection est un point qui n’est pas
a I'infini. Une telle projection est aussi appelée projection perspective parfaite. Une caméra affine
[134] est une caméra dont la matrice de projection est une transformation affine, c’est-a-dire de la

forme suivante :
Paxs Dy
P~
( 0] 1
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Une condition nécessaire et suffisante pour qu une caméra soit affine est que son plan focal soit le plan
a I'infini. Ceci implique que le centre de projection est a I’infini. Toutes les droites perpendiculaires au
plan image passent par le centre de projection et donc les concepts d’axe optique et de point principal
n’ont plus de sens pour la caméra affine.

Dans le prochain paragraphe, nous décrirons les parametres intrinseques et extrinseéques de la
caméra perspective de maniere classique. En 2.2.3 nous présentons une modélisation 1égerement dif-
férente qui permettra d’unifier la formulation algébrique des caméras perspective et affine.

2.2.2 Parametres intrinsegues et extrinseques de la caméra perspective

La matrice de projection P ne révele pas directement les grandeurs physiques qui caractérisent
le processus de prise d’images avec une caméra réelle. Nous allons donc, dans la suite, décrire une
fagcon de décomposer P en des parametres reflétant des grandeurs physiques de la caméra (et du
systeme d’acquisition). Cette caractérisation de la caméra ne capte pas les effets non modélisables
par le modele sténopé idéal, comme par exemple les distorsions optiques (voir 2.2.5). La plupart des
chercheurs en vision par ordinateur se contentent pourtant du degré d’approximation de la réalité
fourni par ce modele (ce qui est différent dans le domaine de la photogrammétrie ou la précision
maximale des mesures est I’un des buts essentiels).

D’abord, nous introduisons quelques reperes de coordonnées par rapport auxquels nous allons
définir les transformations composant P.

> Un repere global par rapport auquel sont donnés les points tridimensionnels. Nous 1’appelons
le repére monde.

> Un repere 3D local attaché a la caméra, le repére caméra.
> Un repere 2D du plan image, le repére image.
> Un deuxieéme repere 2D du plan image, le repére pixels, associé a la grille des pixels.

Le repere caméra est souvent choisi de la facon suivante [58, 98] : le centre de projection est pris
comme origine, I’axe optique coincide avec 1’axe des Z et le plan image est le plan Z = f, ou f
est la distance focale de la caméra. Le repére image a son origine au point principal et ses axes sont
paralleles aux axes des X et Y du repere caméra. Quant au repere pixels, nous choisissons de mettre
son origine au coin supérieur gauche de la matrice des pixels ; un des deux axes du repere est paral-
lele a un axe du repere image. Le deuxieéme axe est généralement perpendiculaire au premier, mais
I’omission de cette contrainte permet de modéliser des caméras avec des pixels non rectangulaires, en
forme de parallélogramme. Ces reperes sont présentés dans la figure 2.2.

La projection perspective P peut maintenant étre décomposée en une suite de transformations
entre les reperes définis ci-dessus :

P~APPT,
ol nous avons :

> T est la transformation rigide entre le repere monde et le repere caméra. Elle est de la forme :

T...— [ Rexs —Rts
4x4 Oér 1 )
ou R est une matrice de rotation (une matrice orthogonale). R indique I’ orientation de la caméra
par rapport au monde et t sa position.
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v
u Pixels

Caméra

F1G. 2.2: Les repéres du modéle sténopé.

> PF est la projection perspective proprement dite. Un point Q ~ (X,Y, Z,1)7 dans le repere
caméra se projette sur un point q ~ (z,y,1)T avec:

X Y
$=fE ?szi-

En utilisant des entités homogenes, cette projection peut tre représentée par la matrice :

f 000
PPa~10 f 0 0] . 2.1
0010

> A est la transformation (affine) reliant les reperes image et pixels. Sa forme générale est :

ky —kycot® g
A= 0 silrclv Yo

0 0 1

Les parametres utilisés sont les suivants : k,, et k, sont les dimensions des pixels (la longueur
inverse de leurs « cOtés »); O, I’angle entre les axes (les cotés) des pixels ; (ug, ’U())T, les coor-
données du point principal dans le repere pixels.

Puisque R et t définissent le positionnement de la caméra dans son environnement, ils sont souvent
appelés parameétres extrinseéques de la caméra. Les autres grandeurs (ky, ky, f, ©, ug et vo) décrivent
des propriétés physiques spécifiques de la caméra et de la carte d’acquisition et sont donc appelées
paramétres intrinséques.

11 est facile de voir que les parametres k,, k, et f ne comptent que pour deux parameétres indé-
pendants : le produit de A et P” est:

kuf —kyfcot® uy 0
A PP = 0 S’fl’;]é vo 0] = Kaxz 03

0 0 1 0
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ou k,, et k, apparaissent toujours avec le facteur f. Nous restreignons donc I’ensemble des parametres
intrinseéques aux suivants: o, = kyf, o, = kyf, ©,up,v9. Les paramétres «,, et o, mesurent la
distance focale, avec comme unité les dimensions des pixels.

Nous appelons K la matrice des paramétres intrinséques :

Q, —oycot® wug

K=120 sin'o Yo
0 0 1

Le rapport 7 = au;ﬂ est appelé rapport d’échelle de la caméra. Avec des pixels rectangulaires
(© = 90°), le rapport d’échelle équivaut le rapport des dimensions d’un pixel.

Etant donnée une matrice de projection P d’une caméra perspective, il est aisé d’en extraire les
paramétres intrinséques et extrinséques. Soit P = ( P |p). Si P est normalisée de telle maniére que sa
troisieme ligne soit de norme 1, la décomposition QL de P nous fournit les matrices des parametres
intrinséques (triangulaire supérieure) K et d’orientation de la caméra (orthogonale) R: P = KR. Le
vecteur de translation est ensuite calculé part = —RTK~!p.

Une décomposition courante et utile de la matrice de projection est la suivante :

P=KR( I; |—t)

2.2.3 Une autre formulation — Unification des modtles perspectif et affine

Le choix du repere caméra fait dans la section précédente, et la transformation perspective P¥
induite ne permettent pas d’en dériver la transformation de projection d’une caméra affine. La raison
est que le centre de projection est fixé a I’origine et que la variation de la distance focale f fait
« bouger » le plan image. Or, pour obtenir une caméra affine, il faut déplacer le plan focal, et avec
lui le centre de projection, a I’infini. Nous adoptons donc un autre modele, ou I’origine du repere
caméra est le point principal, au lieu du centre de projection. Ce dernier se trouve alors a la position
C ~ (0,0,—f,1)7 (cf. la figure 2.3). Ce modele a été introduit par Szeliski et Kang [196, 197] (voir
aussi une breve discussion dans [58]) et est utilisé pour la reconstruction multi-image par eux-mémes
et Azarbayejani et Pentland [9].

Avec cette modélisation, un point Q ~ (X,Y,Z,1)T dans le repére caméra se projette sur un
point q ~ (z,7,1)7 par:

“1y2z8 YT i1yzgo

oupf = % est I’inverse de la distance focale. Cette projection peut étre représentée par la matrice :

10 00 f 000
PP~f0 1 0 0l~]0 f 0 0
00 g1 0 0 1 f
qui est & comparer avec P¥’ pour I’ autre choix de repéres, dont la quatriéme colonne est le vecteur nul
(voir I’équation (2.1)). Changer (3 fait se déplacer le centre de projection, et notamment si 1’on annule

(3, on obtient une projection affine : le plan focal est le plan a I’infini et le centre de projection est le
point a I’infini dans la direction normale au plan image.
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Caméra

F1G. 2.3: Le repére caméra attaché au plan image.

2.2.3.1 Caméra affine

Nous considérons, dans la suite de ce paragraphe, uniquement le cas de la caméra affine, c’est-a-
dire le cas ou # = 0. Nous allons dériver les parametres intrinseques de la caméra affine directement
des parametres intrinseéques de la caméra perspective. Ceci est complémentaire a 1’approche de Quan
[164] qui les extrait de la matrice de projection affine réduite, par une décomposition QL.

Examinons la forme de la matrice de projection complete :

P ~ APPT
ky —kycot® 0 wug

u
= 0 Si]flv 0 Vo ( ORF 1R t)
0 0 0 1

RoxoRoxs —KRE+ (“)
Vo )
or 1

i <li]u —kuk(iot @)

sin ©

et R est une matrice de rotation « amputée », constituée des deux premiéres lignes de R. Elle repré-
sente pourtant entierement la rotation R, puisque la troisieme ligne peut en étre reconstituée : elle est
orthogonale aux deux autres et de norme 1. Il existe deux solutions pour la troisieme ligne dont il faut
choisir celle qui fait que le déterminant de R est égal a 1.

Le point principal n’est plus défini pour la caméra affine — tous les points du plan image peuvent
étre considérés comme la projection orthographique du centre de projection. On peut donc librement
choisir un point de référence pour I’image. Par un choix adéquat, on peut annuler les deux premiers
éléments de la derniere colonne de la matrice de projection, et ainsi absorber la translation de la
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caméra dans I’espace. Ceci correspond a choisir comme point de référence de I’'image la projection
du point de référence du repere monde. Avec cette matrice de projection simplifiée, 1’équation de

projection devient :
KR 0

Si q et Q sont donnés en coordonnées non homogenes (g3 = 1 et Q4 = 1), cette équation est exacte
(= au lieu de ~) et on peut alors utiliser une matrice de projection affine réduite, comme elle est
considérée pour I’auto-calibrage par Quan [164] ou utilisée pour la reconstruction multi-image par
factorisation par Tomasi, Poelman, Weinshall et Kanade [202, 149, 219]:

Puisque nous travaillons maintenant en coordonnés non homogenes, cette matrice est définie de ma-
niere unique — il n’y a pas de liberté de facteur d’échelle.

Les matrices K et R jouent, pour la caméra affine, le méme role que K et R pour la caméra
perspective.

> K est lamatrice des paramétres intrinséques de la caméra affine, contenant ses 3 parameétres
intrinséques : k,, k, et ©. Ces parametres ont la méme signification que a,,, a,, et © pour la
caméra perspective : k, et k, représentent les échelles de la projection par rapport aux deux
directions du plan image et nous retrouvons le méme rapport d’échelle que pour la caméra
perspective : 7 = lsci:e = O‘“;ine. O est ’angle entre les axes des pixels. Le point principal

n’est plus défini.

> R représente entiérement la position de la caméra : soit T le vecteur complétant la matrice de

rotation: R = (;r) R représente 1’orientation du plan image et la position du centre de

T
C =
0
Si nous décomposons R en trois matrices de rotation autour des axes des X,Y et Z, dans le

bon ordre, nous pouvons attribuer des roles individuels aux 3 parametres extrinseques, c’est-
a-dire les angles des trois rotations :

projection est donnée par :

cospz —sinpy 0
Rz =|sinpz cospz 0
0 0 1
cospy 0 sinpy 1 0 1
Ry = 0 1 0 Rx =10 cospx —sinpx
—sinpy 0 cospy 0 sinpx cospx

Avec R = Rz(RyRx), les angles px et py définissent uniquement la position du centre de
projection qui, pour la caméra affine, définit aussi 1’orientation du plan image dans le monde :

—sin py
C= sin px cos py
~ | cos px cos py
0
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Quant a I’angle pz, il décrit la rotation dans le plan image. S’il y avait un axe optique, on dirait
que c’est la rotation autour de cet axe.

Cette distinction des parametres extrinseques nous sera tres utile pour 1’étude des séquences de
mouvements qui sont critiques pour 1’auto-calibrage de la caméra affine.

En faisant varier les parametres intrinséques nous pouvons maintenant reconstituer les sous-
classes bien connues de la caméra affine — les caméras orthographique, orthographique a I’échelle
et para-perspective [4, 94, 142]. Si nous supposons que les pixels sont rectangulaires, c’est-a-dire
© = 90°, nous obtenons la matrice des parameétres intrinséques suivante :

= (k0
(i 2)

Quant a k,, et k,, nous distinguons trois cas : des pixels carrés (k,, = k) donnent lieu a une projection
orthographique a I’échelle (ou perspective faible). La restriction supplémentaire k,, = k, = 1 meéne
a une projection orthographique. Quant au cas k, # k,, nous pourrions parler d’une projection
orthographique aux échelles an-isotropiques.

Quant aux projections para-perspectives, il est connu qu’elles sont équivalentes aux projections
affines (Basri: « Para-perspective = Affine » [10]). Par inspection des parametres intrinseques de la
caméra affine, nous pouvons remarquer qu’une projection para-perspective générale peut étre modé-
lisée par une caméra affine avec des pixels non rectangulaires ! Dans [164], Quan montre la relation
entre les parametres intrinseques de la caméra affine avec une paramétrisation courante de la caméra
para-perspective.

2.2.4 Lacaméra linéaire

Dans les paragraphes précédents, nous avons considéré des caméras effectuant des projections
du monde 3D sur un plan image ou, pour des caméras physiques, sur une surface d’éléments photo-
sensibles. Il existent d’autres types de caméras, dont celles avec une droite image, ou possédant un
vecteur d’éléments photosensibles. Ces caméras sont, par exemple, utilisées dans 1’'imagerie satelli-
taire, ou une image bidimensionnelle est obtenue en collant une série d’images linéaires (colonnes de
pixels) ensemble, obtenues par la caméra tout en « balayant » la scéne [84].

Un autre mode d’application condamne les caméras a une vie dans un plan: et leur centre de
projection et la droite image bougent dans un plan et seuls les points du plan sont vus par la caméra.
Nous désignons cette situation par la notion de caméra linéaire. Si besoin est de distinguer les camé-
ras habituelles des caméras linéaires, nous employons les expressions cameéras planaires ou caméras
2D. Une application de caméras linéaires est prévue par exemple dans le projet Praxitele [145]: des
voitures sont équipées avec des caméras linéaires qui leur permettront de se positionner par rapport a
d’autres voitures afin de les suivre en conduite automatique. Le positionnement sera facilité a 1’aide
de lumieres fixées a I’arriere de chaque voiture.

La caméra linéaire peut étre modélisée par une projection sténopé du plan projectif P? sur la
droite projective P*. Les notations introduites pour la caméra planaire au 2.2.1 se traduisent sans
changement au cas présent (par exemple, nous pourrions distinguer les caméras linéaires perspectives
et affines). La position de la caméra linéaire est définie par la position du centre de projection dans
le plan et ’orientation de la droite de projection, ce qui compte pour les 3 parametres extrinséques.
Il n’y a que 2 paramétres intrinseques : le point principal, représenté par une coordonnée uyg, et la
distance focale f, mesurée relativement a k,,, I’inverse de la taille des pixels (dans la direction de la
droite image).
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En 6.3, nous décrivons une méthode d’auto-calibrage pour la caméra linéaire, pour laquelle nous
exploitons son tenseur trifocal (voir 2.4.1). Le modele de la caméra linéaire est utilisé par Quan pour
la reconstruction affine de droites a partir de vues affines (cf. 2.4.1).

2.2.5 Modeles plus complexes

Pour des applications nécessitant une haute précision de mesure, le modele sténopé est généra-
lement insuffisant, I’approximation de la projection physique étant trop faible. Ce sont surtout les
photogrammetres qui ont étudié les déviations par rapport a la projection perspective que I’on peut
modéliser et qu’il faudrait prendre en compte pour une précision désirée [178]. Un modele tres ré-
pandu contient, outre les parametres intrinseques du modele sténopé, des coefficients de distorsion
radiale et de décentrage [28, 29]. Une alternative a la modélisation et au calibrage explicites des dis-
torsions consiste en la correction des distorsions par des transformations locales des images, qui ont
été déterminées a partir de ’image d’une mire spéciale [23]. Il existe une multitude d’autres phé-
nomenes, comme le « line-jitter » [17] ou le vignetage [8], qui invalident le modele sténopé (voir
[178] pour une collection). Nous n’allons pas détailler cette liste, puisque nous adoptons le modele
de caméra sténopé dans cette these qui est suffisant pour la plupart des applications en vision par
ordinateur.

2.3 Lagéométrie épipolaire

La géométrie épipolaire est surtout considérée en vue de deux objectifs : I’appariement de pri-
mitives image et 1’orientation relative de deux vues. En ce qui concerne 1’appariement, la contrainte
épipolaire bien connue se dérive facilement a 1’aide d’un dessin comme montré en figure 2.4. Un
point 3D Q définit, avec les deux centres de projection, un plan que 1’on appellera son plan épi-
polaire. Ce plan coupe les plans image en deux droites, appelées droites épipolaires. Au faisceau
des plans épipolaires, dont la base est la droite reliant les centres optiques, correspond un faisceau de
droites épipolaires dans chaque image. Le point de base d’un faisceau de droites épipolaires est appelé
épipdle. L’épipdle dans une vue est I'image du centre de projection de 1’autre vue. Nous désignons
la projection du centre optique de la j€ caméra dans la i€ vue par €;;. Dans le cas de seulement deux
vues, nous utilisons les notations simplifiées e; = e et €y = e93.

La correspondance bijective entre les plans épipolaires et les droites épipolaires dans chaque
image induit une correspondance entre les deux faisceaux épipolaires : 1’homographie épipolaire
projette une droite épipolaire sur la droite épipolaire dans I’autre image qui se trouve dans le méme
plan épipolaire.

Considérons les projections qi et qs du point 3D Q. Les deux points image se trouvent sur les
deux droites épipolaires qui sont associées au plan épipolaire de Q. On dira de ces deux droites
qu’elles sont les droites épipolaires correspondantes, ou associées, a q1 et qo. Si Q se déplace dans
son plan épipolaire, les positions de q; et qs dans les images peuvent changer, mais ils restent sur les
mémes droites épipolaires. Il est donc facile a voir que toute paire de points q; et qo qui se trouvent
sur deux droites épipolaires correspondantes, sont les projections possibles d’un point 3D. Dans le
cas contraire, c’est-a-dire si les droites épipolaires de points image q; et g2 ne se correspondent pas,
ces deux points ne peuvent pas étre les projections communes d’un point 3D.

Nous venons de décrire la contrainte épipolaire pour I’appariement de points dans deux images.
Elle est en général utilisée pour restreindre la recherche de points correspondants le long de paires de
droites épipolaires correspondantes.
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Epipéle

Epipodle

F1G. 2.4: La géométrie épipolaire.

Il existe une contrainte similaire pour les images de quadriques : les droites épipolaires qui sont
tangentes aux coniques image sont des droites épipolaires correspondantes (2 une permutation pres
— il y a deux paires de telles tangentes ; voir la figure 2.5). La méme contrainte est valable pour les
images de coniques 3D. On retrouve cette contrainte bifocale d’appariement de quadriques/coniques
dans les équations de Kruppa pour I’auto-calibrage [108, 123] (voir 6.2.1.5).

2.3.1 Les matrices fondamentale et essentielle

Pour ce qui est de 1’aspect orientation relative de deux vues, on distingue les géométries épipo-
laires « calibrées » et « non calibrées », selon qu’on considere des caméras calibrées ou non. A ce
point, il est aisé d’introduire les notions de matrice essentielle et fondamentale. La matrice fonda-
mentale F est une représentation algébrique de la géométrie épipolaire non calibrée [63, 72]. Elle
est la matrice d’une corrélation qui transforme des points dans une image sur des droites dans 1’autre
image, le tout exprimé dans les reperes pixels des images. Plus précisément, il s’agit de la corrélation
transformant un point image sur la droite épipolaire correspondante dans 1’autre image. Puisqu’il n’y
a qu’un faisceau de droites épipolaires, la corrélation n’est pas de plein rang ce qui veut dire que le
déterminant de la matrice fondamentale est nul. Le noyau de F est précisément 1’épipdle.

Soit F19 la matrice fondamentale passant de I’'image 1 a I’image 2. La matrice fondamentale Fo;
pour le sens inverse est juste sa transposée : Fo; = F[,. La contrainte épipolaire pour deux points
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FIG. 2.5: La contrainte épipolaire pour les quadriques : il y a deux plans épipolaires tangents a la
quadrique et les droites épipolaires en induites sont tangentes aux coniques image. Donc, les droites
épipolaires tangentes aux conigques image se correspondent.

image q; et qg peut s’écrire comme :
q;F12q1 =0 .

Cette équation exprime que qg se trouve sur la droite épipolaire correspondante a q; et qui est don-
née par 1y = Fy9q;. La transposition de 1’équation donne le résultat analogue dans 1’autre sens:
qI FIQqQ = qIquQ = 0, c’est-a-dire que q; se trouve sur la droite épipolaire correspondante a qs,
Iy = F21qs.

Jusqu’alors nous avons travaillé dans les reperes pixels. Si I’information du calibrage des deux
vues est disponible, on peut remonter aux reperes image. Soient K; et Ko les deux matrices des
parametres intrinseques. Transformer les points image via K1_1 et Ky 1 implique la transformation
suivante de la matrice fondamentale :

E=KJFK; .

La matrice E est appelée matrice essentielle ; elle représente la géométrie épipolaire calibrée. Elle
contient toute I’information sur le mouvement des caméras, qui peut étre extraite des seules images.
Soient Ry, Ro, t1 et ty les orientations et positions des deux caméras. La matrice essentielle est donnée
par:

E = [Ro(t1 — t2)]ARaR] .
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Le fait que E est le produit d’une matrice anti-symétrique et d’'une autre orthogonale, impose, outre
la nullité de son déterminant, la contrainte que ses deux valeurs singulieres non nulles soient égales
[101]. I est possible d’extraire, de E, I’orientation relative entre les deux caméras, c’est-a-dire le
déplacement rigide entre elles, mais, comme il est connu, seulement a un facteur d’échelle global
pres: on peut juste déterminer la direction de la translation entre les caméras, non son amplitude.
Afin d’éviter des confusions concernant la notion classique de I’ orientation relative, nous introduisons
ici la rotation relative, qui décrit uniquement la partie rotationnelle du déplacement entre les deux
caméras. La rotation relative R = RyR] peut étre déterminée a partir de la matrice essentielle. Deux
solutions sont obtenues (étant donné une solution, la deuxieme est obtenue en rajoutant une rotation
de 180° autour de la droite de translation). En pratique on peut généralement rejeter une de ces 2
solutions.

La matrice essentielle a été introduite par Longuet-Higgins [112] et utilisée par beaucoup de cher-
cheurs pour I’estimation du mouvement entre deux caméras calibrées [103, 112, 147, 212, 223, 240].
Une fois le mouvement déterminé, il est aisé d’établir deux matrices de projection afin de recons-
truire la scéne par triangulation. La matrice essentielle contient donc toute 1’information nécessaire
pour obtenir une reconstruction euclidienne de la scene. Son analogue non calibré, la matrice fonda-
mentale, permet de trouver la structure projective de la scéne [63, 72], ainsi que deux informations
sur le calibrage des deux caméras [69, 77] (voir aussi 6.2.1.6).

2.3.2 Estimation de la matrice fondamentale

Il y a une multitude de méthodes d’estimation de la matrice fondamentale, presque toutes utili-
sant uniquement des correspondances de points image comme données [21, 46, 71, 110, 114, 116,
156, 204, 236, 237]. Ces méthodes se distinguent surtout dans la paramétrisation de F et le critere
d’optimisation. Nous n’allons pas décrire ces méthodes en détail, mais renvoyons aux nombreuses
références citées ci-dessus. Ici, nous allons juste étudier deux criteres d’optimisation, afin de préparer
la discussion sur I’optimalité d’une méthode de triangulation que nous proposons en chapitre 4.

Il est généralement admis que le mieux qu’on puisse faire pour I’estimation de la matrice fonda-
mentale est d’utiliser une méthode itérative, en partant d’une bonne initialisation. Le critére de mini-
misation le plus souvent utilisé pour les méthodes itératives est la somme des carrés des distances des
points image a leurs droites épipolaires [114]:

n
F = argmin Z(d(qlpa Flasp)? + d(qzp, Faip)?) (2.2)
p=1

éventuellement incluant une pondération des termes basée sur I'incertitude des coordonnées des
points image.

Hartley a remarqué [71] que, sous I’hypothése d’un bruit gaussien dans les coordonnées des points
image, ce critere ne donne pas la matrice fondamentale statistiquement optimale (au sens du maxi-
mum de vraisemblance). 11 faudrait plutdt déterminer et la matrice F et des points image corrigés a;-p

tels que ces points satisfassent exactement la contrainte épipolaire donnée par F et que la somme des
carrés des distances des points corrigés a ceux mesurés soit minimale :

{F= allla Tt ﬁ'm: al217 T aa,2n} = argmin ZZ:I(d(qllH qllp)2 + d(qQP’ ql2p)2)
(2.3)

sous la contrainte g ' Fq, =0 .
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Les inconvénients du critere (2.3) sont le nombre élevé des inconnues et le besoin d’une méthode
d’estimation itérative. En effet, minimiser (2.3) revient a effectuer, implicitement, une reconstruction
projective optimale, c’est-a-dire qui minimise les erreurs de reprojection (voir 3.7).

Trivedi a déja appliqué le critere (2.3) pour I’estimation de la matrice essentielle [211]. Shapiro
et al. montrent dans [172] que, pour le cas de la géométrie épipolaire de caméras affines, la minimi-
sation de (2.3) ne nécessite pas la prise en compte d’inconnues pour les points image corrigés. Nous
redérivons ce résultat en 4.6.1, ol nous considérons la triangulation de points 3D avec des caméras
affines. Notamment, nous montrons une expression simple qui donne les points corrigés optimaux /q\;p
en fonction des coefficients de la « matrice fondamentale affine ».

2.3.3 Parties symétrique et anti-symétrique de la matrice fondamentale

Les parties symétrique et anti-symétrique de la matrice fondamentale, F, = F+F' etF, = F—FT,
ont une interprétation géométrique intéressante, que nous décrivons dans la suite.

2.3.3.1 La partie symétrique

Considérons un point 3D Q, dont les projections dans les deux images ont les mémes coordonnées
homogenes, q; ~ q2. Nous pouvons alors écrire la contrainte épipolaire pour ces deux points comme
q-lr Fqi =0ou q-lr FTq: = 0. L’addition de ces équations donne :

QIFsCh =0.

Il est tentant d’interpréter la matrice symétrique F, comme une conique. En effet, si I’on représente
les deux épipdles et les faisceaux épipolaires dans le méme repere, F; est la matrice de la conique de
Steiner (voir 2.7.4) construite par les faisceaux épipolaires (voir la figure 2.6). Donc, F; est le lieu de
tous les points image q pour lesquels il existe un point 3D Q tel que q ~ P1Q ~ P2Q.

2.3.3.2 La partie anti-symétrique

Soit q, le noyau de la matrice anti-symétrique F,, c¢’est-a-dire que (F —FT)q, = 0 ou, autrement
dit, F4 = [qq]a. Ilen découle que Fq, = FTq,. Nous pouvons interpréter 1, = Fq, comme une droite
épipolaire dans la deuxieéme image, qui passe donc par le deuxieéme épipdle. De méme, 1, = F'q,
représente une droite épipolaire dans la premiére vue, passant par le premier épipole. 1, est donc la
droite reliant les épipoles (algébriquement, et non pas au sens géométrique 3D).

Il est facile de montrer que le point q, n’est rien d’autre que le pdle de 1, par rapport a la conique
Fs (cf. la figure 2.6):

Fsqq = (F + FT)qa = Fqq + FTQa =2Fqq ~ 1, .

F; et F, sont une représentation presque unique de la géométrie épipolaire : les épipdles sont
les deux intersections de 1, avec la conique Fg. Pour un point image donné, on détermine sa droite
épipolaire dans I’autre image comme suit : on relie le point avec 1’épipdle de son image et détermine
le point d’intersection de cette droite avec F,. La droite reliant le point d’intersection avec 1’autre
épipdle est la droite épipolaire cherchée. La seule indétermination est I’attribution des deux épipoles
aux deux images.
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F1G. 2.6: Interprétation géométrique des parties symétrique et anti-symétrique de la matrice fonda-
mentale F. La partie symétrique F, représente la conique de Steiner des faisceaux épipolaires et celle
anti-symétrique, F,, le pble de la droite reliant les épipbles, par rapport a cette conique.

2.3.4 La matrice fondamentale pour des mouvements particuliers

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas du mouvement d’une caméra, incluant éventuelle-
ment un changement de focale ou une mise au point. Pour des mouvements particuliers, la matrice
fondamentale peut prendre des formes particulieres dépendant de moins de parametres que la forme
générale. Ces formes particulieres de F ont déja été étudiées par Torr et al. [204] et Viéville et Lin-
grand [215]. Torr propose une méthode robuste de choix de modele pour la matrice fondamentale, afin
de trouver la forme minimale de la matrice fondamentale, qui correspond bien a la nature du mouve-
ment sous-jacent. Viéville et Lingrand étudient comment des formes particulieres de F permettent de
simplifier les équations de Kruppa [108, 123] et ainsi de simplifier et stabiliser I’auto-calibrage basé
sur ces équations (voir 6.2.3.3).

Nous décrivons, dans la suite, des formes particulieres de F pour certains types de mouvements.
Dans la section 4.6, ces formes particulieres sont exploitées afin de simplifier la triangulation de points
3D a partir de deux vues. Le tableau 2.1 sur la page 25 résume les différentes formes (d’autres formes
particulieres peuvent étre trouvées dans [215]).

2.3.4.1 Translation pure

Pour une translation pure entre deux vues (les parametres intrinséques restent constants), F est
anti-symétrique :

F= [e]/\ = €3 0 —e1 y
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ol e = (e, eg,e3)! est ’épipdle, qui est commun aux deux images. La construction de F implique
qu’elle est de rang 2.

2.3.4.2 Caméras affines

Pour une caméra affine [134], le plan a ’infini est projeté sur la droite a ’infini du plan image.
Considérons une paire de caméras affines. Leurs centres optiques se trouvent a I’infini, donc les
épipdles sont des points a I’infini dans les images. En outre, les droites a I’infini des plans image sont
des droites épipolaires correspondantes. La matrice fondamentale affine a donc la forme particuliere
suivante [172] :

00
F=1(0 0 (2.4)
c d

o o e

La construction de F implique qu’elle est de rang au plus 2.

2.3.4.3 Zoom et mise au point

Nous considérons le cas d’un changement de focale et éventuellement d’une mise au point d’une
caméra qui ne se déplace pas. Les systemes mécaniques et optiques sont complexes et relativement
difficiles a modéliser, donc nous adoptons les hypotheses faites par Viéville et Lingrand [215]: la
mise au point et le changement de focale peuvent étre modélisés par un changement de quelques
parametres intrinseéques (point principal et distance focale) et d’une translation du centre optique. La
taille des pixels, I’angle entre les axes des pixels et I’orientation de la caméra sont supposés rester
constant.

Soient :
TOX| S Uy TGOy S U2
K1 = 0 a1 V1 K2 = 0 a9 V9
0 0 1 0 0 1

les matrices des parametres intrinseéques avant et apres le mouvement. Soit t le vecteur de translation
du déplacement du centre optique. La matrice fondamentale se calcule d’apres (voir la section 2.6) :

F=K, " [t]a K.

Cette forme de la matrice fondamentale est relativement compliquée, mais des contraintes entre
ses coefficients permettent de dériver une forme générique qui ne dépend que de 5 parametres :

0 1 a
F~1-1 b c
d e ae—cd+ abd

Nous considérons des combinaisons des cas particuliers suivants :
> les pixels sont rectangulaires (© = 90° ou s = 0) ;
> la translation du centre optique s’effectue le long de 1’axe optique (t = (0,0, t3)T) ;

> la translation du centre optique s’effectue dans le plan focal (t = (¢1, t9, O)T) ;
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> le point principal reste fixe.

Les différentes formes de F sont regroupées dans le tableau 2.1 sur la page 25. Notons que I’hypothese
de pixels carrés (r = 1) n’apporte pas de simplifications supplémentaires par rapport au cas de pixels
rectangulaires.

2.3.4.4 Rotation autour d’un axe fixe

Nous considérons le cas d’'une caméra avec des parametres intrinseques fixes, qui effectue une
rotation pure, autour d’un axe qui ne passe pas par le centre de projection. C’est le mouvement de
base pour le cas du mouvement planaire, c’est-a-dire ou la caméra se déplace dans un plan et effectue
des rotations autour d’axes perpendiculaires au plan de mouvement (voir 6.2.3.2 pour 1’auto-calibrage
basé sur de tels mouvements).

Les points 3D dont les projections dans les deux images sont identiques, sont montrés dans la
figure 2.7 (a) : il s’agit des points sur I’axe de rotation et sur le cercle dans le plan de mouvement qui
passe par les deux centres de projection et I’axe de rotation. La conique de Steiner représentée par
la partie symétrique de F, dégénere en une paire de droites (voir la figure 2.7 (b)). Il en découle une
contrainte supplémentaire sur la matrice fondamentale :

detFy =det(F+FT) =0 . (2.5)

Notons 1, 'image de 1’axe de rotation, et 15 la « ligne d’horizon », I'image du plan de mouve-
ment II. Nous dérivons maintenant une paramétrisation pour la matrice fondamentale qui engendre la
contrainte (2.5). Pour ce faire, nous suivons la construction géométrique de la corrélation représen-
tée par F (cf. figure 2.7 (c)): soit q; un point dans la premiére image ; sa droite épipolaire dans la
deuxieme image est obtenue par :

Iy ~ Fql ~e2/\(1T/\(el /\ql)) .

En représentation matricielle ceci s’écrit comme :

Fai ~ [ea]n [I-]a [e1]n i -

Puisque ceci est valable pour tous les points q;, nous pouvons identifier la matrice fondamentale
comme :

F ~ [e2]a [Ir]A [€1]A - (2.6)

F peut donc étre paramétrée par les deux épipdles et I'image de 1’axe de rotation (il y a encore
d’autres possibilités). Chacune de ces trois entités n’est définie qu’a un scalaire pres, ce qui fait que
F est définie par 6 parametres. Ceci est en accord avec le fait que la contrainte (2.5) diminue de 1 le
nombre de parametres de F.

Plusieurs cas particuliers existent, dont le plus intéressant sera développé dans la suite. Considé-
rons une caméra avec des pixels rectangulaires et supposons que 1’axede rotation est paralleéle au plan
image et, de plus, a un des axes des pixels (voir la figure 2.8). Il s’agit d’une configuration stéréo
typique que 1’on retrouve fréquemment pour les « tétes stéréo ». Nous considérons le cas ou I’axe de
rotation est parallele a 1’axe des v.

La matrice fondamentale prend la forme suivante :

0 — COS P2 V0 COS P2
F= cos p1 0 Q, Sin p1 — g oS P
—VQCOSP1  UQ COS Py — Qi SiN Py Vo (y (sin py — sin p1) + up(cos p1 — cos p2))
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Axe de rotation

TT . plan de mouvement

(a) Les points 3D avec des projections fixes sont ceux sur I’axe de rotation
et sur le cercle dans le plan du mouvement qui passe par les deux centres
de projection et I’axe de rotation.

e, h h
€
(b) La conique de Steiner qui contient les (c) La construction de la droite épipolaire 1,
projections des points 3D de la figure (a) est correspondante au point q; . Relier ez avec le
une conique dégénérée, consistant de deux point d’intersection de 1, et la droite (e1q1)
droites : 1, est I'image de 1’axe de rotation donne 1.

et 1, la « ligne d’horizon », c’est-a-dire la
projection du plan de mouvement. Les deux
épipoles se trouvent évidemment sur 1p,.

F1G. 2.7: Géométrie é&pipolaire pour une rotation autour d’un axe fixe.

ol ug, Vg, @y, sont les parametres intrinseéques de la caméra et p; et ps les angles de vergence. Nous
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F1G. 2.8: Configuration géométrique d’une téte stéréo. Les grilles de pixels sont esquissées pour
illustrer qu’il n’y a pas de rotation autour des axes optiques.

pouvons identifier les parametres suivants :

a = —cospy

b = ()

c = —cosp1

d = qqsinp; — ugcos pp

€ = UQYCoSpP2 — Qusinpy ,

avec lesquels la matrice fondamentale s’écrit comme :

0 a —ab
F=]—-c 0 d
bc e —b(d+e)

Dans le cas d’une « téte stéréo symétrique », c’est-a-dire ou les angles de vergence sont opposés

(p2 = —p1), la matrice fondamentale se simplifie davantage :
0 cos p —v( COS p
F= cos p 0 Qly SIN P — UQ COS P
—VpCOS P —QuSinp — ugcosp 2ugvg oS p

Avec les parametres :

a = COSp
b = v
c = qusinp
d = wugcosp ,
la matrice fondamentale s’écrit comme :
0 a —ab
F= a 0 c—d

—ab —c—d 2bd
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Une forme similaire peut étre dérivée pour un axe de rotation parallele a I’axe des u. Li et al.
proposent des méthodes pour estimer la matrice fondamentale pour ces configurations de type téte
stéréo, prenant en compte sa forme particuliere [111].

2.4 Tenseurs d’appariement

Dans la section précédente, nous avons décrit la contrainte épipolaire pour des points image cor-
respondants, contrainte d’appariement qui est effective pour deux images. Cette contrainte peut étre
codée par la matrice fondamentale (ou essentielle) et se manifeste par une relation bilinéaire entre les
coordonnées de deux points correspondants :

a;Fqr =0 . (2.7)

Durant les quelques années passées, des relations algébriques pour 3 vues ont été€ découvertes et puis
étudiées systématiquement. Shashua a trouvé qu’il existe des relations trilinéaires entre les coordon-
nées de points correspondants dans trois images [175], résultat anticipé par Spetsakis et Aloimonos
[181]. Shashua a également introduit le tenseur trifocal, I’analogue de la matrice fondamentale, pour
trois vues. Hartley a dérivé le tenseur d’appariement de droites dans trois images et révélé les liens qui
existent avec le tenseur des points [70]. Apres ces découvertes, les relations algébriques des corres-
pondances de points (et de droites) pour un nombre arbitraire d’images ont été étudiées plus systéma-
tiquement par Triggs [207, 208] et Faugeras et Mourrain [62]. Le principe de leurs développements
peut se résumer comme suit (pour plus de détails et de résultats, nous renvoyons aux références ci-
tées). Soit Q un point 3D qui se projette dans m vues d’apres :

PIQ = Maq
P2Q = Mqo
PmQ = )\mqm .

Nous pouvons regrouper ces équations en une équation matricielle :

P1 A1qi

P2 Q- A2q

P AmQm

Il en découle que :
Py Py A1qQ1
P P A
S LN I R
M

La matrice M est de dimension 3m X 5, mais son rang est au plus 4, puisque M est le produit d’une
matrice de 4 colonnes et d’une de 4 lignes. Ceci signifie que tous les mineurs 5 x 5 de M s’annulent.
En développant les mineurs par les coefficients de la derniere colonne, nous obtenons des équations
homogenes et linéaires en les composantes des coordonnées image \;q;. Les coefficients de ces équa-
tions sont des déterminants 4 X 4 d’ensembles de lignes des matrices de projection P;. Pour obtenir les
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Type de mouvement

Forme générique de F

‘ # Par. ‘

Translation pure

0 —c b

Caméras affines

c d

Zoom + mise au point

Forme générale
0 a? a’b
—a® a’c a’d
a’e a’f abf — ade + bce
Pixels rectangulaires
0 a? ab
—a? 0 ac
ad ae be—cd
Translation du centre optique dans le plan focal
0 0 a
0 0 b
c d e
Translation dans le plan focal, pixels rectangulaires
0 0 ab
0 0 —bd
—ac cd e
Translation le long de 1’axe optique et point principal fixe
0 a —ab
—a c ad — bc
ab —ad—bc b2c
Translation le long de 1’axe optique, point principal fixe,
pixels rectangulaires
0 1 a
-1 0 b
—a —b 0

Rotation autour d’un axe
fixe

Forme générale
[e']allz]ale]

Téte stéréo

0 a —ab
—c 0 d
bc e —b(d+e)
Téte stéréo symétrique
0 a

a 0

—ab
c—d

—ab —c—d

2bd

TAB. 2.1: Des formes particuliéres de la matrice fondamentale pour quelques types de mouvements

particuliers.
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contraintes d’appariement, il faut éliminer les facteurs d’échelle A;. On obtient des équations respecti-
vement bilinéaires, trilinéaires ou quadrilinéaires si les déterminants sont composés de deux, trois ou
quatre matrices de projection. Un ordre supérieur a 4 n’est évidemment pas possible. Par conséquent,
les relations algébriques entre m vues sont divisées en des relations entre deux, trois ou quatre vues
uniquement.

Les équations multi-linéaires pour un ensemble de deux, trois ou quatre vues peuvent &tre re-
groupées en des équations tensorielles entre des points image correspondants. Les coefficients des
tenseurs d’appariement F, G (trifocal), H (quadrifocal) et aussi des épipoles sont des déterminants
4 x 4 déja mentionnés, de 4 lignes prises dans les matrices de projection. Il existe des relations algé-
briques entre les coefficients des tenseurs, I’exemple le plus simple en est la nullité du déterminant de
la matrice fondamentale.

Dans cette these, nous n’utilisons pas les tenseurs d’appariement pour plus de deux vues, a ’ex-
ception du cas de la caméra linéaire qui est décrit dans le paragraphe suivant. Nous ne détaillons donc
pas plus les considérations des autres tenseurs et renvoyons le lecteur intéressé a [62, 207, 208].

2.4.1 Tenseur trifocal de la caméra linéaire

En 6.3, nous décrivons une méthode d’auto-calibrage pour la caméra linéaire qui est basée sur son
tenseur trifocal, que nous considérons brievement dans la suite. Notons tout d’abord qu’il n’existe que
des relations trilinéaires entre des vues de caméras linéaires. Il n’y a pas de contrainte d’appariement
bifocale : chaque point image définit un rayon de projection dans le plan ; donc pour n’importe quelle
paire de points image, il existe un point 2D qui se projette sur eux — le point d’intersection des rayons
de projection.

Le seul tenseur d’appariement est le tenseur trifocal G, de dimension 2 x 2 x 2. G est défini a un
facteur multiplicatif pres, mais en dehors de ceci, il n’existe pas de contrainte supplémentaire sur ses
coefficients, contrairement a I’existence de relations quadratiques pour les tenseurs de vues planaires.

Le tenseur trifocal de caméras linéaires a été utilisé par Quan pour la reconstruction affine de
droites [165, 166]: la détermination des directions des droites y est formulée par la restriction des
projections affines aux points du plan a I’infini. Ceci peut étre exprimé en termes de caméras linéaires,
leur monde 2D étant le plan a I’infini.

2.5 Homographies associées aux projections d’un plan

Considérons un plan IT et une projection perspective ou affine avec un centre de projection hors de
I1. La restriction de la projection aux points de II est une transformation bijective H;. Une deuxie¢me
projection induit de maniere analogue une bijection Hs.

Nous pouvons maintenant établir une correspondance entre les deux projections des points de II.
Soit q; la premiére projection d’un point Q € II. Q est donc donné par Q ~ Hl_lql. La reprojection
de Q dans la deuxieme image par Ho donne le point g9 correspondant a q . Il existe donc une corres-
pondance bijlective entre les projections des points de II, qui peut s’écrire a I’aide de la transformation
Hr = HoH ™

a2 ~ HoHT'q1 = Heqp -

H.: est une homographie et nous 1’appelons 1’homographie associée aux projections du plan II, ou
plus simplement 1’homographie de II.
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N

H,
9,
/—/
q, Ho

FIG. 2.9: L’homographie associée aux projections d’un plan. L’homographie H, relie les projetés de
points du plan IT dans les deux images.

L’homographie du plan a I’infini est appelée homographie infinie et désignée par Ho. Au cha-
pitre 3, nous décrivons le réle que jouent le plan a I’infini et son homographie pour la reconstruction
et le calibrage affines.

2.6 Quelques relations entre homographies, matrices fondamentales et
matrices de projection

Nous résumons brievement, dans cette section, quelques formules portant sur le calcul de la
matrice fondamentale et les homographies de plans. Nous considérons deux caméras, avec des ma-
trices des parametres intrinseques K; et Ko et des matrices d’orientation et des vecteurs de position
R1,Ra, t; et t2. Leurs matrices de projection sont donc P; = K;R;( I | — t;). Les centres de projec-
tion sont donnés par C] = (t,1) et CJ = (tJ,1).

Les épipdles. L’épipdle dans une image est le projeté du centre de projection de 1’autre vue. Les
deux épipoles sont donc donnés par :

e ~ K1R1(t2—t1) (2.8)
€y K2R2(t1—t2) . (29)

L’homographie infinie. Les projections d’un point & 'infini (Q, O)T sont les points q; ~ K;R; Q.
Il en découle que ’homographie infinie entre la vue 1 et la vue 2 se calcule par:

Hoo ~ KoRoRTK T . (2.10)

Notons que dans le cas d’'une caméra effectuant une translation pure, en gardant ses parametres in-
trinséques constant, I’homographie infinie est alors 1’identité.
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Les homographies générales. L’homographie d’un plan quelconque IIT = (nT, —d) est donnée
par:

o’
nrc,
Au cas ou le repere monde coinciderait avec le repere de la premiere caméra, I’homographie devien-
drait :

H7r ~ Hoo + e RTKl_l .

n’

d

11 est facile de prouver que les deux épipdles se correspondent par toute homographie d’un plan,
c’est-a-dire que es ~ H,e; pour tout plan II.

Hr ~ Hoo +ea—K; 1.

Les homographies pour des rotations pures. Considérons le cas particulier d’une caméra effec-
tuant une rotation pure autour de son centre de projection. Dans ce cas, tous les plans ont la méme
homographie (sauf les plans contenant le centre optique, pour lesquels 1’homographie n’est pas dé-
finie), et par conséquent toutes les homographies de plans sont égales a ’homographie infinie (voir
I’équation (2.10)).

La matrice fondamentale et les homographies. La matrice fondamentale peut étre déterminée par
un épipdle et une homographie de plan quelconque par :

F ~ [es]aHr . @2.11)

L’interprétation géométrique de cette formule est simple : I’homographie H, projette un point q1 sur
le point q2 dans la deuxieme image qui est la projection du méme point 3D de II. Puisque q; et
q2 sont des points image correspondants, g2 doit se trouver sur la droite épipolaire de q; dans la
deuxieme image. Par conséquent, la droite (e2q2) ~ [ea]\Hzq: est cette droite épipolaire.

L’équation suivante établit une relation directe entre les homographies et la matrice fondamentale,
qui peut servir a vérifier la cohérence d’une homographie estimée avec la géométrie épipolaire :

FTH, + HTF =0 . (2.12)

La matrice fondamentale et les matrices de projection. Nous donnons maintenant une formule
pour calculer la matrice fondamentale a partir des matrices de projection des deux vues, données par
P =( Py |p;) et P2 = ( Py |Py). Le premier centre de projection est le point :

=—1_
C, = —P1 P
1

Sa projection dans la deuxieéme image est le deuxiéme épipdle :
==-1_  _
ey ~ PP Py — Py -

L’homographie infinie est donnée par Hyo ~ ﬁzﬁl_l. Donc, d’apres (2.11), nous obtenons pour la
matrice fondamentale (cette formule n’est valable que si le centre de projection de P; n’est pas a
I’infini) :

— ——1__ _ - =1
F ~ [P2Py Py — Dy)aPaP; ™ . (2.13)



2.7. CONIQUES, QUADRIQUES, CONES, ... 29

Le chemin inverse, c’est-a-dire remonter de la matrice fondamentale aux matrices de projection,
n’est évidemment pas entierement défini. On peut pourtant donner 1’ensemble des solutions. Les
matrices de projection compatibles avec une matrice fondamentale F sont :

Pp = (I |0)
P2 = (HW |e2)

et les matrices P; T, P32 T, pour toute transformation T4«4 non singuliere. H; est une homographie
d’un plan quelconque.

2.7 Coniques, quadriques, cones, ...

2.7.1 Coniques et quadriques

Une quadrique dans P"™ est un ensemble de points satisfaisant une équation quadratique en leurs
coordonnées homogenes. Dans cette thése, nous ne considérons que des quadriques avec des coeffi-
cients réels. Toute quadrique peut étre représentée par une matrice (n + 1) x (n + 1) symétrique.

Une quadrique imaginaire est une quadrique qui ne contient aucun point réel et une quadrique
propre est une quadrique dont la matrice est non singuliere. Les coniques sont les quadriques du plan
projectif P2 ; dans la suite nous n’allons pas distinguer la conique de sa matrice. Une conique dans
I’espace 3D — une conique 3D — est définie par son plan support et I’équation de la conique dans ce
plan.

Toutes les coniques propres et imaginaires sont des coniques a centre [20] (le centre d’une conique
est le pole de la droite a I’infini). Les caractéristiques suivantes se réferent aux coniques imaginaires
et propres. Leur forme normale euclidienne est la matrice diagonale des valeurs propres, définie a
une permutation des valeurs propres pres. Si les trois valeurs propres sont distinctes, la conique est
une ellipse imaginaire et posséde deux axes de symétrie. Les axes sont orthogonaux et passent par le
centre de la conique. Si les valeurs propres ne sont pas distinctes, la conique est un cercle imaginaire
et toutes les droites passant par le centre sont des axes de symétrie.

2.7.2 Conhes

Un cone (propre) est une quadrique de P™ de rang n. Nous nous restreignons, dans la suite, au
cas de 3. Sauf mention contraire, nous comprenons par cOne une quadrique de rang 3 dans P2, dont
le vertex (le point singulier) ne se trouve pas sur le plan a I’infini. Un cone est défini de maniere
unique par son vertex et une section plane quelconque ne contenant pas le vertex, les sections planes
d’un cone étant des coniques. Dans le chapitre 7, nous utilisons les cones via la notion de céne de
projection d’une conique 3D, ¢’est-a-dire le cone tracé par les rayons de projection des points sur la
conique (voir la figure 2.10).

La forme normale euclidienne d’un cOne est une matrice diagonale de ses valeurs propres,
diag(A1, A2, A3,0), avec des A; non nuls. Si tous les A; sont distincts, le cone est elliptique et pos-
sede trois axes mutuellement orthogonaux. Des rotations de 180° autour des axes laissent le cone
globalement invariant. Si exactement deux des A; sont égaux, le cone est circulaire et invariant a
des rotations de degré arbitraire autour de son axe principal. Un cone avec des valeurs propres non
nulles identiques est un cone isotropique. Des rotations arbitraires autour du vertex laissent un cone
isotropique globalement invariant. L’intersection d’un cone isotropique avec le plan a I’infini est la
conique absolue (voir plus bas).
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F1G. 2.10: Cdne de projection d’une conique 3D.

2.7.3 Quadrique et conique absolues

La quadrique absolue de P™ est définie par les équations :
n
ZXZ? =X, =0.
i=1

La conique absolue €, est la quadrique absolue de P2 et celle du plan projectif P2 consiste en deux
points imaginaires conjugués, connus sous le nom de points cycliques.

La quadrique absolue de P™ est une quadrique imaginaire sur 1’hyperplan & ’infini et sa position
définit la structure euclidienne de 1’espace considéré ; par exemple, connaitre la conique absolue nous
donne la structure euclidienne de 1’espace tridimensionnel.

Le calibrage intrinséque d’une caméra est équivalent a la détermination de I’'image w, de 2, (ou
de son dual w?,) [59, 123]. La relation w}, ~ KKT permet de déterminer la matrice des paramétres
intrinseques K de maniere unique par une décomposition de Cholesky.

2.7.4 Laconique de Steiner

La notion de conique de Steiner se réfere a un principe de construction d’une conique : considé-
rons deux faisceaux de droites, chacun paramétré projectivement. Les intersections des droites avec
les mé&mes coordonnées projectives dans leur faisceau forment une conique (voir la figure 2.11). Cette
conique contient les points de base des deux faisceaux.



(a) Deux faisceaux de droites. (b) Les points d’intersection des droites correspon-
dantes forment une conique.

F1G. 2.11: La conique de Steiner.






Stratification du calibrage et de la

reconstruction

Dans ce chapitre, nous esquissons un scé-
nario général de calibrage et de reconstruction,
celui de I'ajustement de faisceaux. Le but est
d'orienter les caméras (de les calibrer) et de
déterminer des points 3D tels que les rayons
de projection des points image correspondants
se coupent simultanément aux points 3D. Si les
seules données sont des points image, les ré-
sultats de I'ajustement de faisceaux sont un ca-
librage et une reconstruction projectifs. Afin
d’obtenir des résultats plus riches en informa-
tion, il faut introduire des connaissances sur la
scene a reconstruire ou sur le calibrage des ca-

méras. Nous décrivons plusieurs scénarios, se-
lon le type des connaissances disponibles. En
particulier, nous décrivons les cas de recons-
truction et de calibrage projectifs, affines et eu-
clidiens.

Le but de ce chapitre est de placer les cha-
pitres suivants, qui traitent des problemes de
reconstruction projective et d’'auto-calibrage,
dans un cadre plus général. La distinction des
niveaux projectif, affine et euclidien pour la re-
construction et le calibrage suit les idées de
stratification présentées par Faugeras [59],
Luong et Viéville [120] et Koenderink et Van
Doorn [105].
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3.1 Introduction

Considérons les caméras comme des instruments de mesure. Notre but est de les utiliser pour la
perception tridimensionnelle et en particulier pour la détermination de la structure tridimensionnelle
d’un objet ou d’une scene, ce que nous appelons aussi reconstruction (tridimensionnelle) de cet objet
ou de cette scéne. Les applications en sont nombreuses ; nous renvoyons au chapitre d’introduction
pour des exemples. Outre la structure d’un objet on peut aussi s’intéresser au mouvement de celui-ci
ou d’une caméra. Cette tache est en effet complémentaire a la détermination de la structure de 1’objet
et quand nous parlons de reconstruction, nous sous-entendons généralement qu’elle consiste en la
détermination de la structure et du mouvement.

Le scénario pour la reconstruction est le suivant : une ou plusieurs images d’une scéne sont prises
par autant de caméras. L’ensemble des caméras est appelé systéeme de caméras. Les caméras ne
sont pas nécessairement toutes différentes, i.e. une caméra peut prendre plusieurs images, tout en se
déplacant entre les prises d’image, mais cela ne fait pas de différence pour la suite.

Comme tout instrument de mesure, les caméras peuvent étre calibrées. La notion classique de cali-
brage se réfere a la détermination des propriétés physiques qui sont intrinseéques aux caméras. Au sens
de notre scénario de reconstruction, nous parlons de calibrage avec I’idée de calibrer le systéme com-
plet de caméras, que nous considérons comme un seul instrument de mesure. Le calibrage du systeme
de caméras consiste a établir a la fois les propriétés intrinseques des caméras ainsi que les relations
géométriques qui décrivent les positions de prise de vue. Nous allons voir que plusieurs niveaux de
calibrage existent, qui donnent lieu a des reconstructions de différents niveaux d’information. Il est
souhaitable d’obtenir une reconstruction euclidienne, c’est-a-dire qui contient des informations mé-
triques sur la scene : des distances entre des points, des angles entre des segments de droite ou entre
des plans... Nous appelons alors le niveau de calibrage nécessaire un calibrage euclidien ou métrique.

Si seulement une partie des parametres du calibrage peut étre déterminée, la structure 3D recons-
truite sera éventuellement moins riche que métrique. Parmi les calibrages partiels, nous distinguons
les calibrages affine et projectif, qui permettent d’obtenir respectivement une reconstruction affine
ou projective de la scene. Ces reconstructions contiennent des informations moins riches que les re-
constructions métriques, mais peuvent néanmoins s’avérer utiles. Une reconstruction affine préserve
le parallélisme et permet de mesurer les rapports de distances entre des points sur des segments de
droite paralleles. Une reconstruction projective préserve la collinéarité de points et on peut y mesurer
les birapports de points collinéaires.

3.2 Reconstruction

Comment faire pour déterminer la structure 3D d’un objet? Considérons d’abord le cas ou nous
disposons d’une seule image de 1’objet. Il est connu qu’en général une seule image ne révele pas
la profondeur de la scéne. Pourtant, des connaissances a priori sur I’objet permettent de combler ce
manque. Par exemple, une personne peut estimer la distance entre elle et une porte, méme avec un
seul ceil ouvert, tout en s’appuyant sur la connaissance qu’une porte mesure en général 2 metres
de haut. L'utilisation de telles connaissances nécessite que 1’objet portant cette information puisse
étre identifié au préalable. Nous touchons ici a un autre vaste domaine de recherche en vision par
ordinateur, celui de la reconnaissance d’objets. Il est hors de la portée de cette these d’approfondir ce
sujet. Sauf mention contraire, nous supposerons dans la suite de ne disposer d’aucune connaissance
a priori sur I’objet a reconstruire. La seule hypotheése que nous ferons sera sur la nature rigide des
objets considérés.
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Une seule image n’est donc pas suffisante pour reconstruire la structure 3D de la scéne. Si nous
rajoutons une deuxieéme image, prise d’un point de vue différent, la situation change. La reconstruc-
tion se fait souvent individuellement pour des primitives de la scéne qui peuvent étre extraites dans
les images. Considérons par exemple un point d’intérét (un coin par exemple) d’un objet 3D et ses
deux projetés. Chacun des deux points image permet de limiter les positions possibles du point 3D a
reconstruire comme étant les points sur le rayon de projection associé. La position du point 3D peut
donc en général €tre déterminée comme étant I'intersection des deux rayons de projection (voir la
figure 3.1).

FIG. 3.1: Reconstruction d’un point par intersection de rayons de projection.

Ce procédé requiert la détermination préalable des primitives dans les images qui sont les projetés
de la méme primitive de 1’espace 3D. Ceci est le probleme de la mise en correspondance ou de
I’appariement de primitives image. Nous supposons dans la suite que la mise en correspondance a été
établie et nous nous concentrons sur la reconstruction proprement dite.

3.3 Calibrage

Une autre condition pour pouvoir établir la reconstruction par intersection de rayons de projection
est qu’il faut connaitre la géométrie du systeme de caméras. D’une part cela veut dire qu’il faut étre
capable de représenter les rayons de projection dans un repere 3D commun. Ceci requiert la connais-
sance de I’orientation relative des caméras entre elles. D’autre part il faut connaitre, pour chacune des
caméras, la relation géométrique entre la position des primitives dans le plan image et celle du centre
de projection. Cette information seulement permet de calculer les rayons de projection des primitives.
Cette relation géométrique est intrinseque aux caméras en question et on I’appellera orientation in-
trinséque. Elle peut étre représentée a 1’aide des paramétres intrinséques des caméras (voir 2.2.2).
L’orientation relative des caméras est, de maniére analogue, appelée orientation extrinseque. Nous
utilisons souvent I’expression calibrage intrinséque a la place d’orientation intrinséque ou méme tout
court calibrage, s’il est clair qu’il s’agit du calibrage des parametres intrinseéques. Au cas oll nous
considérons une seule caméra en mouvement, on parlera aussi de mouvement au lieu d’orientation
extrinseéque.

Le calibrage de tout un systeme de caméras consiste en la détermination des orientations in-
trinséques et extrinseéques de toutes les caméras. Une représentation convenable du calibrage d’un
systeme de caméras est I’ensemble des matrices de projection, données par rapport a un repere du
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monde qui reste a définir. La matrice de projection d’une caméra contient ses orientations intrinséque
et extrinséque (par rapport au repere du monde). S’il est nécessaire, on peut extraire ces informations
de la matrice de projection (voir 2.2.2), mais sinon nous préférons d’utiliser directement la matrice
elle-méme pour représenter le calibrage.

3.4 Reconstruction et calibrage par ajustement de faisceaux

Dans les deux paragraphes précédents, nous avons décrit les problemes de la reconstruction et
du calibrage séparément. Dans la suite, nous allons les réunir dans une formulation plus générale.
Rappelons que les données premieres sont des primitives dans les images et que I’on dispose de
I’appariement de ces primitives dans ces images. Les points permettant des expressions analytiques
convenables, nous nous restreindrons dans la suite a ceux-ci comme primitives, bien que toutes les
définitions soient valables pour n’importe quel type de primitive. Supposons que nous disposions des
projetés de n points dans m images, q;, €tant la :€ image du p€ point L

Un probleme combiné de reconstruction et de calibrage consiste alors a déterminer n points 3D
Q, et m matrices de projection P; qui collent bien aux données, c’est-a-dire les points image :

Vi=1,...mVp=1,...,n:P;Q,~q; . 3.

L’idée géométrique liée a cette équation est qu’on tente simultanément d’orienter les caméras et de
déterminer des points 3D tels que les rayons de projection des points image correspondants se coupent
aux points 3D correspondants. On parle donc aussi d’ajustement de faisceaux (de rayons de projec-
tion) ou bundle adjustment en anglais.

Nous avons jusqu’ici considéré les points image comme seules données. Comme nous allons le
voir plus bas, cette information est suffisante pour obtenir le calibrage et la structure 3D, mais seule-
ment a un niveau projectif. Pour obtenir une structure 3D et un calibrage plus riches en informations
(par exemple au niveau affine ou euclidien), nous devons introduire des données supplémentaires.
Celles-ci peuvent étre de plusieurs types :

> connaissances sur la structure 3D de la scéne ;
> connaissances sur 1’orientation intrinseque des caméras ;
> connaissances sur 1’orientation extrinséque des caméras.

Par exemple, si la structure euclidienne de la scéne est connue et les orientations intrinseques et
extrinseques sont a déterminer, nous retrouvons le probléme classique du calibrage (euclidien) de
caméras.

Lors d’un ajustement de faisceaux, les informations sur la structure 3D de la sceéne et 1’orienta-
tion des caméras sont introduites sous la forme de contraintes que la solution doit respecter pour étre
valable. Nous étendons alors la définition de 1’ajustement de faisceaux faite ci-dessus : I’ajustement
de faisceaux consiste a déterminer des points 3D Q,, et des matrices de projection P; tels que I’équa-
tion (3.1) et toutes les contraintes sur la structure 3D de la scéne et 1’orientation des caméras soient
satisfaites .

Une contrainte que nous imposons partout, méme si ce n’est pas dit explicitement, est que la scéne
est supposée étre rigide durant la prise des images. La présence ou absence d’autres contraintes de

1. Nous supposons ici que tous les points sont visibles dans toutes les vues. Cette contrainte n’est pas nécessaire, mais
elle permet une formulation plus simple.
2. Nous supposons que les contraintes ne sont pas contradictoires.
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types énumérés plus haut donne lieu a de différents scénarios de reconstruction et de calibrage. Nous
allons décrire quelques-uns de ces scénarios en section 3.6.

3.5 Stratification du calibrage et de la reconstruction

Dans I’introduction de ce chapitre nous parlons de plusieurs niveaux de calibrage, qui donnent
lieu a de différents niveaux de reconstruction. Une facon de voir les choses est de considérer le re-
pere par rapport auquel les matrices de projection sont données. S’il s’agit d’un repere euclidien, la
reconstruction sera euclidienne. Souvent la position absolue du repére n’est pas importante, pourvu
qu’il reste un repere euclidien — la structure euclidienne d’un objet est indépendante du repere dans
laquelle elle est représentée. Si le repere d’une reconstruction peut étre choisi arbitrairement, nous
disons que la reconstruction est a une transformation euclidienne (inconnue) pres.

Si le repere est affine (respectivement projectif), la reconstruction sera du niveau analogue, c’est-
a-dire affine (respectivement projective). Ceci veut dire qu’il y a une transformation affine (respective-
ment projective) entre la vraie structure et la reconstruction. Bien que cette transformation ne préserve
en général pas les propriétés métriques de la scene, les propriétés affines (respectivement projectives)
sont préservées et peuvent donc étre extraites de la reconstruction. Comme dans le cas euclidien,
le repere affine (respectivement projectif) peut normalement étre choisi de maniere arbitraire, et la
reconstruction sera définie a une transformation affine (respectivement projective) pres.

Si les matrices de projection sont données par rapport a un repere euclidien (respectivement af-
fine ou projectif), nous disons que nous disposons d’un calibrage euclidien (respectivement affine ou
projectif) du systeme de caméras. Maintenant se pose une question trés importante : quelles sont les
informations nécessaires pour obtenir un calibrage d’un type donné?

D’abord, nous nous intéressons au cas ou aucune information supplémentaire n’est disponible.

3.5.1 Calibrage et reconstruction projectifs

Faugeras et indépendamment Hartley et al. ont montré que méme sans aucune connaissance sur
la structure de la sceéne ou sur 1’orientation des caméras (extrinseéque et intrinseéque), le calibrage
projectif®> d’un systéme de caméras est possible [57, 72]! Or, la structure 3D de la scéne peut étre
reconstruite a une transformation projective inconnue pres. La reconstruction projective révele des ca-
ractéristiques de la scene, qui sont invariantes aux transformations projectives, comme la collinéarité
et les birapports.

II est donc possible de trouver des matrices de projection P; et des points 3D Q,, tels que :

Qip ~ PiQp

pour tout ¢ et p. Si I’on ne dispose pas de connaissances supplémentaires sur les P; et les Q, on ne
peut pas obtenir de reconstruction et de calibrage plus riches que projectifs : pour toute transforma-
tion projective non singuliere T4y, les matrices de projection (P; T 1) et les points 3D (TQ,) sont
également des solutions possibles pour le calibrage et la reconstruction, puisque :

(PiTil)(TQp) =PiQp ~aip -

Considérons maintenant le cas de deux images. Une représentation minimale du calibrage projec-
tif d’un systeme de deux caméras est donnée par sa géométrie épipolaire : sa connaissance permet de

3. Souvent aussi appelé calibrage faible.
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calculer toutes les matrices de projection représentant un calibrage projectif du systeme. Une possibi-
lit€ pour ce faire est la suivante. Soit la géométrie épipolaire représentée par la matrice fondamentale,
F. Nous définissons des matrices de projection par :

Pb = ( 1 |0)
Py = ( Hr |e2)

ou H; est une homographie quelconque qui doit étre cohérente avec F (cf. I’équation (2.12) dans
la section 2.6). Les matrices de projection de tous les calibrages projectifs possibles peuvent étre
obtenues en multipliant P; et Py par des transformations projectives non singulieres.

3.5.2 Calibrage et reconstruction affines

Nous supposons qu’un calibrage projectif est donné, c’est-a-dire que nous avons des matrices
de projection dans un repere projectif du monde. Pour obtenir un calibrage affine, il faut effectuer
un changement de repére approprié, qui transforme le repere projectif en repere affine. La difficulté
est de trouver un repere qui soit affine. Pour ce faire, il faut identifier le plan a I'infini qui, dans le
repere projectif, n’est pas en position canonique (qui est représentée par les coordonnées de plan
(0,0,0, 1)T). Appliquer une transformation projective quelconque qui projette le plan a I’infini sur
cette position canonique revient ensuite a effectuer le changement de repere désiré.

La connaissance du plan a I’infini permet de déterminer les caractéristiques affines de la scéne et
réciproquement, la connaissance de suffisamment de caractéristiques affines permet de déterminer le
plan a I'infini. Parmi les caractéristiques affines se trouvent les rapports de distances de points sur des
segments de droite paralleles et le parallélisme de droites et de plans. Considérons par exemple trois
paires de droites paralleles. Chaque paire se coupe en un point a I'infini. Les trois points a 1’infini,
s’ils ne sont pas collinéaires, définissent le plan a I’infini [167]. D’autres types de connaissances qui
permettent de trouver le plan a I’infini seront décrits en section 3.6.

Comme pour le cas projectif, nous discutons plus en détail le cas de deux vues. Etant donné la
géométrie épipolaire, une représentation convenable du calibrage affine d’un systéme de deux caméras
est donnée par I’homographie infinie Hy, : sa connaissance permet de calculer toutes les matrices de
projection représentant un calibrage affine du systeme. Définissons des matrices de projection par :

Pb = ( 1 |0)
Py = ( Heo |e2)

Les matrices de projection de tous les calibrages affines possibles peuvent étre obtenues en multipliant
P et Py par des transformations affines non singulieres.

3.5.3 Calibrage et reconstruction euclidiens

Nous supposons qu’un calibrage affine est donné, c’est-a-dire que nous avons des matrices de
projection dans un repere affine du monde. Pour obtenir un calibrage euclidien, il faut effectuer un
changement de repere approprié, qui transforme le repere affine en repere euclidien. Pour trouver
un repere euclidien, il faut identifier la conique absolue qui, dans le repere affine, n’est pas en posi-
tion canonique (cf. la section 2.7.3). Appliquer une transformation affine quelconque qui projette la
conique absolue sur sa position canonique revient ensuite a effectuer le changement de repere désiré.

Il y a une petite imprécision dans les propos précédents : la conique absolue ne spécifie pas com-
pletement la géométrie euclidienne, mais seulement a un changement d’échelle uniforme pres. Plus
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précisément, la conique absolue permet de mesurer les angles, mais les distances ne peuvent étre cal-
culées qu’a un facteur d’échelle pres. Si besoin est de calculer des distances absolues, il suffit de fixer
cette échelle, ce qui est possible si une seule distance absolue est connue (par exemple, la distance
entre deux points reconstruits ou entre deux caméras). Dans la suite, quand nous parlons de recons-
tructions euclidiennes, nous sous-entendons que celles-ci sont en fait définies a une transformation de
similitude pres.

Comme caractéristiques euclidiennes, nous avons déja mentionné les angles et les distances.
D’autres types de connaissances qui permettent de trouver la conique absolue sont décrits en sec-
tion 3.6.

Comme pour les cas projectif et affine, nous discutons le cas de deux vues. Etant donné la géo-
métrie épipolaire et I’homographie H,, des représentations convenables du calibrage euclidien sont
données par les deux images weo1 €t Weoo de la conique absolue ), ou par les deux matrices des
parametres intrinseques K; et Ko. Ces représentations sont équivalentes ; elles sont reliées entre elles
par les relations wj ; ~ Ky K{ et whoa ~ Ko KJ (cf. 2.7.3). Les images de la conique absolue peuvent
donc étre calculées a partir des matrices des parametres intrinseéques et réciproquement (par décom-
position de Cholesky des matrices définies positives wqo;). Nous décrivons maintenant comment cal-
culer toutes les matrices de projection représentant un calibrage euclidien du systeme. Définissons
des matrices de projection par :

Pb = ( K |0)
Py = ( HooKi |e2)

Les matrices de projection de tous les calibrages euclidiens possibles peuvent étre obtenues en multi-
pliant P et P par des transformations euclidiennes.

Pour la construction de la matrice P» nous avons profité du fait que 1’homographie infinie est
donnée par Hy, ~ KoRK; ! oit R est la rotation relative entre les deux caméras. Ainsi, la sous-matrice
Hoo K1 de Py est égale a K9R, comme on s’y attend.

3.6 Scénarios de reconstruction et de calibrage

Nous avons vu que sans aucune connaissance sur la scéne a reconstruire et sur le calibrage des ca-
méras, le calibrage projectif des caméras et la reconstruction projective de la sceéne sont possibles.
Pour obtenir une reconstruction et un calibrage plus riches en information, il faut introduire des
connaissances (cf. la discussion dans les sections précédentes). Les types et le nombre de ces connais-
sances déterminent le niveau de reconstruction et de calibrage qu’il est possible d’atteindre. Dans la
suite, nous décrirons plusieurs scénarios typiques en vision par ordinateur tridimensionnelle ou sté-
réoscopique. Nous les distinguons selon le niveau géométrique des résultats attendus (projectif, affine
ou euclidien) et selon les connaissances disponibles a priori. Pour les scénarios considérés plus en
détail dans cette these nous indiquons les liens vers les paragraphes correspondants.

3.6.1 Reconstruction et calibrage projectifs

C’est le scénario ol aucune connaissance sur la scéne a reconstruire et sur le calibrage des caméras
n’est disponible ou utilisée. Deux chapitres de cette theése sont principalement dédiés a ce domaine.
Dans le chapitre 4, nous considérons le probleéme de la reconstruction a partir de deux images, étant
donné le calibrage projectif des caméras. Nous proposons des méthodes dont I’utilisation n’est pas
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bornée a la reconstruction projective mais qui sont particulierement bien adaptées a ce cas de re-
construction. Dans le chapitre 5, nous considérons le probleme de la reconstruction et du calibrage
projectifs a partir de plusieurs vues.

3.6.2 Reconstruction et calibrage affines

Nous décrivons plusieurs types de connaissances qui permettent de s’élever au niveau affine.

3.6.2.1 Utilisation de connaissances sur le calibrage

Caméras affines. Le seul fait que les images aient été obtenues par des projections affines suffit a
déterminer le plan a ’infini (2 partir de deux images). Ce résultat est facile & démontrer : nous sup-
posons qu’une reconstruction projective et un calibrage projectif ont déja été obtenus. Pour identifier
le plan a I'infini dans le repere projectif, il suffit de trouver trois points a I’infini. Les centres de pro-
jection de caméras affines étant des points a I’infini, nous disposons donc déja de deux points. Un ou
plusieurs autres points a I’infini peuvent étre construits de la maniére suivante : nous savons que les
droites a I’infini des plans image sont des droites épipolaires correspondantes et que leur plan épipo-
laire est le plan a I’infini. Toute paire de points a ’infini dans les deux plans image est la projection
d’un point 3D du plan a I’infini. Il suffit alors de prendre une telle paire et de reconstruire le point 3D

pour obtenir le troisieme point a I’infini qui permet d’identifier le plan a I’infini (cf. la figure 3.2).

Droites a
Iinfini

F1G. 3.2: Reconstruction affine a partir de vues affines. Une reconstruction projective fournit deux
points & I’infini via les deux centres de projection. Il suffit alors de prendre une quelconque paire de
points a I’infini dans les deux images et de reconstruire le point 3D pour obtenir le troisiéme point
qui permet de déterminer le plan a I’infini.

Translations pures. Deux images prises par une caméra effectuant une translation pure sans chan-
ger ses parametres intrinseques permettent de trouver la structure affine de la scéne et le calibrage
affine [131]. Une facon de voir ceci est de constater que 1’homographie infinie pour ce type de mou-
vement est I’identité (cf. I’équation (2.10)). Or, apres la détermination de la géométrie épipolaire
(I’épipole suffirait), nous pouvons construire des matrices de projection représentant le calibrage af-
fine (voir 3.5.2). La reconstruction avec ce calibrage sera donc affine.

Parameétres intrinséques constants. Dans ce cas, les homographies infinies entre des paires de
vues ont une forme particuliere — elles sont conjuguées a des matrices orthogonales (cf. I’équation
(2.10)). Ceci implique que les valeurs propres de chaque homographie infinie ont le méme module.
Cette contrainte est appelée la contrainte du module [120, 150, 153] et peut étre utilisée pour identifier
le plan a I’infini a partir de 3 vues. Nous considérons cette contrainte plus en détail en 6.2.1.4 et 7.10.3.
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Systéme stéréo. Plusieurs travaux considerent des systémes de deux caméras qui se déplacent en-
semble et sans changer leurs parametres intrinseéques. Quan a été le premier a parler de calibrage
affine [161]: puisque I’orientation relative entre les caméras ne change pas lors de déplacements du
systeme, il suffit de calculer une fois pour toutes I’homographie infinie des deux caméras. Ensuite,
méme apres un déplacement arbitraire du systéme, on pourra établir une reconstruction affine de la
scene. Dans [190, 191], nous décrivons des méthodes de calibrage affine qui sont basées sur un dé-
placement translationnel du systeéme des caméras. Beardsley et Zisserman, dans [15], se basent sur un
mouvement planaire des caméras (translation dans un plan et rotation autour d’axes perpendiculaires
a ce plan). Zisserman et al. ont finalement montré que le calibrage affine est possible méme avec un
mouvement général du systeme stéréo [242]. Cette derniere approche est décrite un peu plus en détail
en section 6.2.9.

3.6.2.2 Utilisation de connaissances sur la scéne

La connaissance de suffisamment de propriétés affines de la scéne permet de déterminer le plan
a I’'infini. Au 3.5.2, nous avons déja évoqué le cas de trois paires de droites paralleles dans la scene.
D’autres possibilités sont I’ utilisation de rapports de distance entre des points collinéaires et la connais-
sance du parallélisme de cercles [191].

3.6.3 Reconstruction et calibrage euclidiens
3.6.3.1 Utilisation de connaissances sur le calibrage

Estimation du mouvement basée sur le calibrage intrinséque. C’est le scénario classique d’esti-
mation du mouvement. Au 2.3.1, nous décrivons le cas de deux images.

Calibrage intrinseque basé sur la connaissance du mouvement. La configuration typique est une
caméra montée sur un bras de robot, dont on peut mesurer le mouvement ou, si besoin est, effectuer
des mouvements contrdlés [95, 97]. Le calibrage de la caméra se base sur I’hypothese que sa position
relative au bras de robot reste fixe. En section 6.2.5, nous décrivons quelques méthodes de calibrage
intrinséque d’une caméra dont le mouvement est, du moins partiellement, connu.

Calibrage basé sur des mouvements particuliers. 1l existe des méthodes de calibrage qui ne né-
cessitent pas la connaissance compléte du mouvement (angles de rotation ou distances de translation),
mais seulement la connaissance du type de mouvement. Par exemple, le calibrage intrinseque d’une
caméra est possible si elle effectue des rotations pures autour du centre de projection [82]. Au chapitre
6, nous décrivons ce scénario et quelques autres plus en détail.

Auto-calibrage. Le scénario classique d’auto-calibrage concerne une caméra en mouvement, mais
sans changement des parameétres intrinseques. L’invariance des parametres intrinseéques (et ainsi de
I’image de la conique absolue) et la rigidité de la scéne sont suffisantes pour déterminer le cali-
brage (intrinseque et extrinseque) et la structure euclidiens : la conique absolue peut étre déterminée
comme étant la seule conique dans la scéne dont les projetées sont identiques dans toutes les images.
Différentes méthodes d’auto-calibrage qui existent dans la littérature sont décrites au chapitre 6. Ce
chapitre contient aussi une description de méthodes d’auto-calibrage pour des systemes stéréo.

Au lieu d’auto-calibrage, nous parlons aussi de reconstruction euclidienne non calibrée, puisque
souvent la reconstruction est le but et le calibrage joue juste un role intermédiaire.
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3.6.3.2 Utilisation de connaissances sur la scéne

Nous trouvons ici le scénario classique de calibrage de caméras qui est basé sur des images de
« mires de calibrage ». Il s’agit typiquement d’objets avec des « cibles » facilement détectables dans
les images. Les coordonnées tridimensionnelles de ces cibles sont connues (par rapport a un repere
attaché a la mire) avec une haute précision. Des méthodes de calibrage qui utilisent des mires sont
décrites par exemple dans [65, 222].

En photogrammétrie et surtout pour la reconstruction a partir d’images aériennes, 1’utilisation de
points de contrdle est courante [178] : les coordonnées de quelques points de la scéne sont mesurés,
par rapport a un repere donné (manuellement ou a 1’aide d’autres capteurs que des caméras). Cette
information sert a initialiser le calibrage des caméras (souvent le calibrage intrinseéque est déja donné).
Ensuite, les autres points de la scéne peuvent étre reconstruits.

D’autres connaissances euclidiennes sur la scéne permettent de transformer une reconstruction
projective en une euclidienne ou de calibrer des paramétres intrinseques. Boufama et al. [22] prennent
en compte des distances entre des points 3D et des angles droits pour transformer une reconstruction
projective en une euclidienne. Des images de spheres peuvent étre utilisées pour déterminer le rapport
d’échelle 7 [146]. Une méthode appliquée surtout par les photogrammetres permet de calculer des
distorsions optiques a partir d’images de segments de droite (« plumb lines ») [29]. Dans [191], nous
décrivons comment calibrer une caméra a partir de deux images de trois paires de cercles paralleles.

3.7 Prise en compte du bruit

Lors de la définition du probléme de la reconstruction et du calibrage par ajustement de faisceaux
en section 3.4, nous avons négligé les effets du bruit sur les positions des primitives image. En outre,
les connaissances qui sont disponibles sur la structure de la sceéne ou sur le calibrage sont sujet a une
certaine incertitude (par exemple, les coordonnées des points caractéristiques d’une mire de calibrage
sont seulement connues avec une précision finie). La présence de bruit et de connaissances incertaines
fait qu’il y a en général pas de solution exacte pour I’ajustement de faisceaux : et I’équation (3.1) et
les contraintes ne pourront étre satisfaites exactement ; il restera toujours une erreur de résidu. On
tente alors de minimiser cette erreur afin d’obtenir une reconstruction et un calibrage optimaux.

La question d’optimalité dépend du choix d’un critere d’optimisation. Nous décrivons dans la
suite le critére qui est généralement adopté. Il s’agit du critére des erreurs de reprojection dont le
but est de minimiser la somme des carrés des distances entre les points image mesurés (les données)
et des points obtenus par reprojection de la reconstruction :

{/F;la ey 5m; Qla ey Qn} = argrnin Z d(qip7 PiQp)2 ) (32)
,p

ou d(*, *) désigne la distance euclidienne.
Ce critere n’est pas choisi au hasard : si les coordonnées des points image sont affectées par un
bruit gaussien (voir 2.1), ce critére donne la solution au maximum de vraisemblance [178].

3.8 Résumeé et liens vers les chapitres suivants

Nous avons brievement décrit les principes de la stratification de la reconstruction et du cali-
brage dans un formalisme d’ajustement de faisceaux. Les niveaux projectif, affine et euclidien ont
été passés en revue et nous avons décrit pour chaque niveau quel type d’information est nécessaire
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pour I’atteindre. L’ appariement de primitives image suffit pour la reconstruction et pour le calibrage
projectifs. Les deux chapitres suivants sont principalement dédiés au développement de méthodes
numériques pour cette tiche.

Ensuite, nous nous intéressons aux problemes de la reconstruction euclidienne non calibrée et de
I’auto-calibrage. Nous considérons surtout le cas ot aucune information sur la structure de la scene
ou sur le mouvement des caméras n’est disponible. Les seules connaissances sont des contraintes sur
les parametres intrinséques telles que leur invariance pour une caméra en mouvement ou le fait que
les pixels sont rectangulaires. Ces cas et quelques autres sont décrits dans le chapitre 6.

Finalement, au chapitre 7, nous décrivons des mouvements de caméra qui causent des dégénéres-
cences pour la reconstruction euclidienne non calibrée et I’auto-calibrage.






Triangulation

— reconstruction a partir de 2 vues

Dans ce chapitre, nous considérons le pro-
bléeme de la reconstruction de points a partir
de deux vues. D’abord, nous passons en revue
des méthodes classiques de reconstruction a
partir de vues calibrées, donc des méthodes de
reconstruction euclidienne. Ensuite, nous nous
concentrons sur le cas de la reconstruction pro-
jective, a partir de vues non calibrées et de la
reconstruction affine, étant donné un calibrage
affine. Nous montrons que les méthodes
« calibrées » sont inappropriées dans ces cas.
La partie principale du chapitre est la descrip-
tion d'une méthode de reconstruction, appli-
cable aux cas projectif, affine et euclidien, et

qui fournit le résultat optimal, d'aprés le critére
de minimisation des erreurs de reprojection.

Pour cette méthode, nous décrivons des
simplifications qui sont possibles pour certains
types de mouvement, impliqguant des formes
particulieres de la matrice fondamentale. Nous
présentons également d’autres méthodes et dis-
cutons leur applicabilité aux différents cas de
reconstruction. Les résultats d’expériences éva-
luant toutes ces méthodes sont donnés en fin
de chapitre.

Les résultats de ce chapitre ont été obtenus
en grande partie en collaboration avec Richard
Hartley. Une partie des résultats a été publiée
dans [73, 74, 75].
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4.1 Le probléeme de la triangulation

Nous supposons qu’un point Q de R? est visible dans deux vues, dont les matrices de projec-
tion P; et Py sont connues. Soient q; et qo les projections de Q dans les deux vues. Il est facile de
déterminer les rayons de projection correspondant aux deux points image. Le probléme de la trian-
gulation consiste en la détermination de I’intersection des deux rayons de projection. A premigre vue,
ce probleme semble étre trivial puisque I’intersection de deux droites ne représente aucune difficulté.
Pourtant, en présence de bruit dans les coordonnées des points image, les rayons de projection ne se
coupent généralement pas, et il devient alors nécessaire de trouver une meilleure solution, sous 1’hy-
potheése d’un certain modele de bruit. La méthode classique consiste a choisir le point minimisant la
somme des distances aux rayons de projection non incidents — il s’agit du point milieu de la perpen-
diculaire commune aux rayons. Cette solution s’appuie sur des notions euclidienne (perpendicularité)
et affine (point de milieu) et n’a donc pas de sens si nous considérons la reconstruction projective
ou méme affine (pour la perpendicularité) ot le monde 3D n’est connu qu’a une transformation pro-
jective ou affine pres. Nous proposons dans la suite 1’utilisation d’un autre critére de minimisation,
qui est basé sur des distances dans les images. Ceci a I’avantage qu’on combat le bruit 1a ou il se
manifeste — dans la position des points image — et que le critere est valide pour tous les niveaux de
reconstruction — euclidien, affine et projectif.

Organisation de ce chapitre. Nous introduisons d’abord la notion d’invariance de méthodes de
triangulation par rapport a des transformations de I’espace 3D d’un groupe donné. Ensuite, dans la
section 4.3 nous rappelons brievement les méthodes classiques de reconstruction a partir de deux vues.
Dans la section 4.4, nous proposons un critere de minimisation dans les images. Une méthode origi-
nale de triangulation qui résout ce critere de maniere optimale est développée en 4.5. Ensuite, nous
étudions des simplifications de la complexité algébrique de notre méthode dues a des mouvements
particuliers entre les deux vues. En 4.7, nous décrivons d’autres méthodes, quelques-unes originales,
qui ont été comparées avec la méthode optimale et nous présentons des résultats d’expériences en 4.8.
Le chapitre est clos par un ensemble de conclusions.

4.2 Invariance des méthodes de triangulation

Les années passées, un intérét considérable a été porté au sujet des reconstructions projective ou
affine [57, 72, 104, 130, 157, 172, 173], ou la scéne est reconstruite a une transformation inconnue du
groupe donné pres. Généralement, dans une telle situation, au lieu de connaitre les « vraies » matrices
de projection P; et Po, on dispose de matrices P, T letP,T 1 ouT estune transformation inconnue
du groupe de transformations considéré.

Une caractéristique désirable d’une méthode de reconstruction est son invariance aux transforma-
tions du groupe considéré. Soit 7 une méthode de triangulation, qui reconstruit un point 3D Q a partir
de ses projections q; et qo et des matrices de projection correspondantes, P; et Po. Nous écrivons
ceci comme :

Q= T(q17q27 P, PQ) :
La méthode de triangulation est dite invariante a une transformation T si:
7(d1,92,P1,P2) = T i7(qu, qo, P1 T, PoT7Y)

Ceci veut dire qu’un changement de repere (transformation des matrices de projection) résulte en le
point 3D, transformé de maniere analogue. Si nous nous trouvons dans le contexte de reconstruction
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projective ou affine, c’est-a-dire si les matrices de projection sont connues a une transformation pro-
jective ou affine pres, il est donc clairement recommandé d’utiliser une méthode de triangulation qui
est invariante aux transformations projectives respectivement affines.

4.3 La méthode du point milieu et d’autres approches classiques

Les travaux classiques de reconstruction a partir de 2 vues d’une scéne s’inscrivent dans un
contexte de stéréo-vision ou les caméras sont supposées étre calibrées. Le probléme principal consi-
déré dans ces travaux est généralement la détermination du mouvement entre les deux caméras (sou-
vent sous la forme d’une ego-motion estimation ou orientation relative) [1, 3, 25, 30, 55, 64, 103,
112, 147, 158, 182, 194, 195, 212, 221, 223, 224, 230, 240]. La partie de reconstruction proprement
dite, la triangulation, ne recoit généralement que peu d’attention : la méthode du POINT MILIEU est
couramment utilisée, c’est-a-dire qu’on choisit le point milieu de la perpendiculaire commune aux
deux rayons de projection [13, 35, 205, 220, 223, 229].

L
(a) Le point milieu de la perpendiculaire (b) Une autre possibilité proposée par Tos-
commune aux rayons de projection. cani et Faugeras (voir le texte).

FIG. 4.1: Deux méthodes classiques pour la triangulation.

Toscani et Faugeras proposent deux solutions alternatives [206]. La premiere correspond en fait a
notre formulation de la triangulation (voir 4.4), c’est-a-dire le point reconstruit est celui qui minimise
I’erreur de reprojection. Ceci a été appliqué aussi par nombre d’autres chercheurs, pas dans le sens de
la triangulation des points 3D, mais plut6t dans une formulation du style « ajustement de faisceaux »
(bundle adjustment), avec le but d’estimer et les parametres du mouvement et les points 3D. Cette
estimation est effectuée par des méthodes itératives, tandis que nous donnons dans la suite une so-
lution directe pour le sous-probleme de la triangulation. La deuxiéme solution alternative proposée
dans [206] a I’air moins intuitive que le choix du point milieu, mais des résultats plus stables ont été
rapportés. Le point reconstruit est choisi comme étant I’intersection du rayon de projection L de 1'un
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des points image avec le plan II contenant I’autre rayon de projection et qui est perpendiculaire au
plan épipolaire de L (voir la figure 4.1 (b)).

Dans leurs travaux, Weng et al. adoptent en général le point milieu comme point reconstruit
[220, 223]. Dans [221], page 873, une petite discussion est donnée sur la solution directe du critere
de reprojection, ce qui est dans la méme lignée que notre approche. Pourtant, il est supposé que le
meilleur point se trouve sur la perpendiculaire commune des rayons de projection des points image
mesurés. Ceci n’est en général pas correct. Sous cette hypothese, le point minimisant 1’erreur de
reprojection peut étre déterminé en résolvant un polynéme quartique.

Dans le cas d’une reconstruction projective ou affine, les matrices de projection sont données
par rapport a un repere projectif ou affine. Ici, les concepts euclidiens, comme les angles et donc la
perpendicularité, n’ont pas de sens. Quant a la reconstruction projective, méme les notions affines
comme le rapport de distances entre points collinéaires et donc le concept de milieu, perdent leur va-
leur. Or, toutes les méthodes citées ci-dessus sont basées sur les notions de perpendicularité, ou, pour
la méthode du POINT MILIEU, de milieu. Ces méthodes ne sont donc ni projectivement ni affinement
invariantes et, comme nos expériences le montrent, sont en effet un mauvais choix pour effectuer des
reconstructions projectives et méme affines.

Des méthodes de reconstruction projective a partir de deux vues non calibrées ont été proposées
par exemple par Faugeras [57], Hartley et al. [72], Shashua [173, 174] et Ponce et al. [157]. Ces tra-
vaux concernent principalement la détermination des matrices de projection dans un repere projectif
du monde. La triangulation est partout effectuée en résolvant des systemes d’équations linéaires, donc
en minimisant une erreur algébrique, ce qui est certainement sous-optimal. Aucune de ces méthodes
n’est projectivement invariante.

Dans [13, 14], Beardsley et al. considérons plusieurs critéres pour la triangulation. Ils proposent
d’utiliser un calibrage approximatif des caméras pour rendre la situation « quasi-euclidienne ». Ainsi,
I’application de la méthode du POINT MILIEU est possible, mais elle est tout de méme sous-optimale.
Beardsley et al. argumentent, comme nous, qu’il faudrait minimiser I’erreur de reprojection. Ils pro-
posent donc une solution approximative : un point image est laissé fixe, tandis que son correspondant
est corrigé en le projetant perpendiculairement sur la droite épipolaire du premier point. Ainsi, on
obtient deux points qui se correspondent exactement et qui permettent d’intersecter les rayons de
projection sans erreur. Cette approche est évidemment sous-optimale, mais elle va dans la bonne
direction.

4.4 Un meilleur critére de minimisation

Le bruit intervient dans les mesures, c’est-a-dire les positions des primitives dans les images, di
aux erreurs de numérisation et d’extraction de primitives dans les images. Or, pour le combattre, il
faudrait s’appuyer sur un critere d’optimisation qui est défini dans les images. Dans cette section,
nous définissons un tel critere.

Il est courant de supposer un bruit gaussien pour I’éloignement des primitives de leur position
exacte. Dans la suite, nous adoptons ce modele de bruit. La meilleure reconstruction au sens du
maximum de vraisemblance est alors celle qui minimise I’erreur de reprojection — la somme des
carrés des distances entre les points reprojetés et les points image mesurés [178] (cf. la section 3.7):

Q = argmin (d(a1,P1Q)* + d(qs, P2Q)?) , 4.1

ou Q est le point reconstruit et d(x, *) la distance euclidienne.
Soit F la matrice fondamentale associée aux matrices de projection P; et Po (voir 2.6 pour un
moyen de calculer F). Les points q; et g9 peuvent étre les projections d’un point 3D uniquement s’ils
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satisfont la contrainte épipolaire, ¢’est-a-dire si qJ Fq; = 0. Nous pouvons maintenant transformer le
probléme de I’estimation du point 3D Q en celui de I’estimation de ses projections : nous cherchons
les points @} et @) tels que:

{@1, @)} = argmin (d(qu,q1)* + d(q2, q3)%)
4.2)
sous la contrainte g’y Fqj, =0 .

On peut voir la détermination de @} et @) comme une correction des points image, avec le but
de les transformer en des projections possibles d’un point 3D. Sous I’hypotheése d’un bruit gaussien,
le critere (4.2) donne les points corrigés qui sont le plus vraisemblablement les « vraies » correspon-
dances des points image. En effet, I’optimisation de ce critére inclut une reconstruction 3D implicite
de Q, optimale au sens du critere des erreurs de reprojection (voir 3.7). Mais, au lieu de paramétrer
la reconstruction par les 3 coordonnées du point 3D, nous le faisons via une seule variable (voir la
suite), qui définit ses projections.

Apres avoir déterminé @ et q), le point 3D Q peut étre calculé par n’importe quelle méthode de
triangulation puisque les rayons de projection de ces deux points se coupent précisément. Numérique-
ment, bien sir, ceci n’est pas valide, en raison des erreurs d’arrondi. Mais, en pratique, nous n’avons
pas pu constater de défaillances causées par ceci.

4.5 Une méthode optimale pour la triangulation

Dans cette section, nous décrivons une méthode de triangulation qui trouve le minimum global
de la fonction de cofit (4.2) : la solution requiert la détermination des racines d’un polynéme de degré
6. C’est pourquoi nous appelons cette méthode la méthode POLY. Si le modele de bruit gaussien est
correct, cette méthode est alors optimale.

45.1 Reformulation du probleme

Pour des points image mesurés q; et g2, nous cherchons une paire de points corrigés q et Qb
qui minimise la somme des carrés des distances et respecte la contrainte €pipolaire (critere (4.2)).
Deux points image satisfaisant la contrainte épipolaire doivent se trouver sur des droites épipolaires
correspondantes. En particulier, le point optimal @ se trouve sur une droite épipolaire Tl et @) est sur
la droite épipolaire correspondante TQ.

Considérons maintenant une paire de droites épipolaires correspondantes 1; et 1. De tous les
points sur 1; et Iy, c’est naturellement la paire des projections orthogonales de q; et qg sur respective-
ment 1; et 1, qui minimise la somme des carrés des distances. Soit (q;, q, ) la paire de ces projections
orthogonales. Ecrivons d(q1,q;) = d(qi,11), olt d(q1,1;) représente la distance perpendiculaire du
point q; de la droite 1;. Une expression similaire existe pour d(q2,q5).

Au vu de la section précédente, nous pouvons reformuler le probléme de minimisation comme
suit. Nous cherchons la paire de droites épipolaires correspondantes selon :

{1,,1,} = argmin (d(q1,11)? + d(qz,13)?) . 4.3)

Supposons qu’on ait déterminé cette paire de droites épipolaires. Alors, les points recherchés sont
simplement les projections orthogonales de q; et q sur 1; respectivement 15.



50 CHAPITRE 4. TRIANGULATION — RECONSTRUCTION A PARTIR DE 2 VUES

Notre stratégie pour minimiser (4.3) est la suivante.

1. Paramétrer le faisceau des droites épipolaires dans la premiere image en fonction d’un seul
paramétre ¢. Une droite épipolaire dans la premiére image peut étre écrite comme 14 (¢).

2. Paramétrer le faisceau des droites épipolaires dans la deuxieme image en fonction du méme
paramétre ¢ (en utilisant la matrice fondamentale F), ce qu’on peut donc écrire comme 15(%).

3. Exprimer la fonction de cotit d(qy,1;(¢))? + d(qa, l2(%))? explicitement en ¢.
4. Trouver la valeur de ¢ qui minimise cette fonction globalement.

Ainsi, le probleme est réduit a la détermination du minimum d’une fonction en une seule variable
t. Dans la section suivante, nous montrons que, avec une paramétrisation appropriée du faisceau
épipolaire, la fonction de cofit est une fonction rationnelle en ¢. En utilisant des techniques de calcul
élémentaires, le probléme de minimisation peut €tre ramené a la détermination des racines réelles
d’un polynéme de degré 6.

45.2 Algorithme
45.2.1 Développements

Si les deux points image mesurés coincident avec les épipdles, le point 3D se trouve sur la droite
reliant les deux centres de projection. Dans ce cas, il est impossible de déterminer sa position seule-
ment a partir des deux vues disponibles. Le cas ot un seul des points image coincide avec un épipdle,
n’est pas réalisable. Par conséquent, nous supposons pour la suite qu’aucun des deux points image ne
coincide avec un épipole. Les développements suivants sont illustrés par la figure 4.2.

Plan |mage l Correspondance Plan |mage 2
de droites
épipolaires_
o AQ
el o
q(t)
S 0, d

FIG. 4.2: Principe de notre méthode de triangulation.

Nous pouvons simplifier le probleme en appliquant des transformations rigides aux images qui
envoient les points image q; (respectivement qy) sur 1’origine, (0,0,1)T en coordonnées homo-
genes. En outre, les épipdles peuvent étre envoyés sur les axes des u de chaque image, sur des points
(1,0, f1)T (respectivement (1,0, f2)T). Une valeur f; = 0 signifie que I’épipdle se trouve a I’infini.
Les détails de la détermination de ces transformations rigides sont donnés plus bas dans la section
4.5.2.2. Dans la suite, nous supposons que, en coordonnées homogenes :

qi1 ~ q2 ~ (07 0) 1)T
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et que les épipoles se trouvent sur les axes des u :
€1 N(]-)O;fl)T €2 N(1707f2)T .

L’ application de ces transformations rigides n’a pas d’effet sur la valeur de la fonction de cofit
(4.2), puisque celle-ci est basée sur des distances, qui sont conservées par les transformations rigides.
Pourtant, la matrice fondamentale doit étre adaptée pour tenir compte des transformations dans les
images. La nouvelle matrice fondamentale F doit satisfaire les équations :

1 1
Flo|=F"[0]|=0.
fi fa

F a donc une forme particuliere (un moyen de calculer F a partir de la matrice fondamentale originale
est décrit dans la section 4.5.2.2) :

Jifod —fac —fod
F=| —fb o b . (4.4)
—fld Cc d

Considérons une droite épipolaire dans la premiére image qui coupe 1’axe des v au point (0,¢,1) 7.
Notons cette droite 1 (¢). Le vecteur représentant 11 (¢) est donné par le produit vectoriel suivant :

0 1 tf
L) ~|t|lalo]=]1
1 f1 —t

Le carré de la distance de 1;(¢) au point q; (1’origine) s’évalue donc comme :

t2
T4 (th)?

La droite épipolaire correspondante dans la deuxieme image est donnée par :

d(q1, 11 (t))?

—f2(Ct—|— d)
1 ct+d

Le carré de la distance carrée de 15(t) au point q2 est égale a:

- (ct+ d)?
d(aqs,15(t))* = (at + b)2 + f2(ct +d)?

La somme totale des carrés des distances (c-a-d la fonction de cofit (4.3)) est donc donnée par :

o N (ct +d)?
C 1+ (th)? T (at+b)2+ fi(ct+d)?

s1(t) 4.5)

Le but est de trouver la valeur de ¢ qui minimise cette fonction. Nous trouvons le minimum
en appliquant des techniques de calcul élémentaires. D’abord, calculons la dérivée premiere de la
fonction s1(t):
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P 2t 2(ad — be)(at + b)(ct + d)
() = 1+ @f1)2)? ((at+b)2 + f2(ct + d)2)? (4-6)

Pour déterminer les minima de s1(), nous nous intéressons aux racines de s (¢). Collecter les
deux termes de s/ (t) sur leur dénominateur commun et annuler le numérateur mene a la condition :

T1 (t) =

at + b)2 + f2(ct + d)*)? — (ad — be)(1 + (tf1)?)*(at + b)(ct + d) 4.7)
acfi(bc — ad)) +

S(fE% e — ad?) + A + 2a%) + at) +

t*(bdf;(bc — ad) + 2acfi(bc — ad) + 4c®dfy + dacfi(ad + be) + 4ab) +

¢((
o
(
(
B2fE(b°c — a’d®) + 62 d> 3 + 2f3 (a’d® + b2 + dabed) + 6a°D%) +
(
(
(

t

o~

t

t2(2bdf2(be — ad) + 4cd® f3 + 4bdf2(ad + be) + 4ab® + ac(be — ad)) +
tldf2+2b2d2f2+b4 b2 2 2d2)

t2(bd(bc — ad))

0.

Les minima et maxima de s1(t) se trouvent aux racines de ce polyndme. Le polynome est de degré
6 et peut donc avoir jusqu’a 6 racines réelles, qui correspondent & 3 minima et 3 maxima de s1(t). Le
minimum global peut étre trouvé tout simplement en évaluant s; () aux racines réelles de 71 (¢). On
devrait aussi tester la valeur asymptotique de s1(¢) pour ¢ — oo, pour voir si la distance minimale
apparait quand ¢t = oo. Ceci correspond a une droite épipolaire verticale dans la premiere image.
Normalement, cette situation n’a pas d’intérét : le point corrigé q serait la projection orthogonale de
I’origine sur la droite verticale passant par €1, qui n’est rien d’autre que 1’épipdle e; mé&€me (voir la
figure 4.2). Pourtant, il pourrait étre possible que la valeur s1 (00) soit plus petite que celles aux racines
de 71, puisque celles-ci sont déterminées par une méthode numérique, qui donnera des racines peu
précises a proximité de I’infini. Ce cas indiquerait alors une certaine instabilité de la reconstruction
du point considéré.

La valeur asymptotique de s; est donnée par :

45.2.2 Détails

Détermination des transformations rigides des images. Nous calculons la transformation rigide
pour une seule image. Celle de I’autre image est déterminée de manicre analogue.

Nous effectuons d’abord une translation T qui ramene le point q a I’origine. Soit q = (u, v, w)".

Alors :

T

glegle
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Nous plagons 1’épipdle (apres 1’avoir déplacé par T) sur ’axe des w par une rotation R autour de
I’origine. Soit € = (e, ve, we) | I'épipdle. Alors, il faut que :

cos® —sin® 0 10 —z Ug 1
RTe=|sin® c¢cos® 0 01 —5 ve | ~ 0] ,
0 o 1/ \o o0 1/ \w f

pour f € R. Le fait que la deuxieme coordonnée doive s’annuler nous donne une équation qui permet
de déterminer I’angle de rotation © :

sin ©(uew — weu) + cos O(vew — wev) =0 .

La transformation rigide compléte est alors donnée par X = RT.

Transformation de la matrice fondamentale. La matrice fondamentale doit &tre adaptée pour étre
valide pour les images transformées. Soient X; = R;T; et X9 = RyTy les transformations rigides
des deux images et Fq la matrice fondamentale avant ’application des transformations. La matrice
fondamentale F pour les images transformées est calculée ainsi :

F o= Xy TFoX !
RoT2 "FoT1i'R{ .

La matrice F aura la forme particuliere donnée dans 1’équation (4.4).

Détermination des points @} et @). Apres avoir trouvé le minimum global de s1(t), nous pouvons
aisément calculer les points q et qj par:

t*f1
q = t
1+ 2 f2
fQ(Ct + d)2
a, = —(at + b)(ct + d)

f2(ct+ d)? + (at + b)?

4,5.2.3 Algorithme complet

Préalablement a I’application de 1’algorithme de triangulation proprement dit, nous devons calcu-
ler la matrice fondamentale F(. Dans la formulation du probléme de triangulation, nous avons supposé
que les matrices de projection des deux vues sont données en entrée. De ces matrices, on peut cal-
culer la matrice fondamentale. En pratique, le procédé est souvent inversé : la matrice fondamentale
est calculée a partir de correspondances de points image et des matrices de projection sont ensuite
dérivées de celle-ci (voir [121] pour des formules).
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Pour chaque correspondance de points image nous effectuons les opérations suivantes.

Algorithme : Triangulation

1. Déterminer les transformations rigides X; et Xg, corriger la matrice fondamentale et
I’exprimer sous la forme de 1’équation (4.4).

2. Construire les polyndmes s1(t) et r1(t).

3. Déterminer les racines de 71(¢) par une méthode numérique quelconque (voir par
exemple [159]).

4. Evaluer s;(t) aux racines réelles et a I’abscisse ¢t = oo et choisir le ¢ qui donne la
valeur minimale.

5. Déterminer les points q et qb.
6. Défaire les transformations rigides X; et Xy en appliquant leurs inverses a q} et q.

7. Trianguler les points obtenus par une méthode quelconque (des exemples sont donnés
dans la section 4.7).

45.3 Sur les minima locaux

Le fait que 71 (¢) dans 1’équation (4.7) est un polyndme de degré 6 a pour conséquence que s1 (%)
peut avoir jusqu’a 3 minima. Ceci est en effet possible comme nous le montrons a I’aide d’un exemple.
Soient f; = fo =1eta =2,b=3,c = 3,d = 4. La matrice fondamentale est donc donnée par :

4 -3 -4
F=(-3 2 3|,
-4 3 4
et pour la fonction de cofit s1(¢) on obtient :
t2 (3t + 4)?

t) = .
2O=1 2t G e a?

Le graphe de s1(t) est montré dans la figure 4.3 (a). Les 3 minima sont clairement visibles.
Comme deuxiéme exemple, considérons les valeurs f1 = fo =1leta=2,b=—-1,¢=1,d =0
ce qui nous donne :

et:
t2 12
= + .
2+1 24+ (2t —1)2

81(t)

Les deux termes de la fonction de cofit s’annulent & ¢ = 0 ce qui veut dire que les points corres-
pondants q; et qo satisfont exactement la contrainte épipolaire. Ceci peut étre vérifié en observant
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(a) Exemple d’une fonction de (b) Une fonction de cofit pour (c) Un autre exemple pour une
colit avec 3 minima. une correspondance de points correspondance parfaite, avec
parfaite (le minimum global est un minimum local séparé du
a I’abscisse 0), mais qui néan- minimum global par un pic tres
moins posseéde un autre mini- prononcé (obtenu avec les va-
mum local. leurs fi = 1,fo = 0.5,a =

4b=c=1,d=0).

F1G. 4.3: Exemples de fonctions de colt avec des minima locaux. Pour montrer la totalité des fonc-
tions de codt, nous substituons ¢ par tan(«) et affichons les graphes en fonction de o dans I’intervalle
/2 <a<m/2

que q4 Fq; = 0. Le graphe de s1(t) est illustré dans la figure 4.3 (b). On peut constater que, 2 coté du
minimum global a ¢ = 0, il y a aussi un minimum local 2 ¢ = 1 (o« = m/4). Donc, méme dans le cas
de correspondances parfaites, des minima locaux peuvent exister. Ces exemples démontrent qu’un
algorithme qui tente a minimiser les fonctions de cofit (4.2) ou (4.3) par une recherche itérative, est
susceptible de trouver un minimum local, méme dans le cas d’une correspondance parfaite !

Rothwell et al. ont « réimplémenté » notre méthode pour effectuer des expériences de reconstruc-
tion projective [169]. Leur implémentation a deux défauts : une recherche itérative est utilisée pour
trouver le minimum global et cette recherche est initialisée avec le résultat de la méthode du POINT
MILIEU qui est 'une des pires solutions pour la reconstruction projective. Ceci est une explication
possible du fait que les résultats qui sont présentés dans [169] semblent étre plus mauvais que les
notres, quant a la comparaison avec d’autres méthodes.

45.4 Minimisation de la somme des distances absolues

Au lieu de minimiser la somme des carrés des distances entre les points mesurés et les points
reprojetés, il est possible d’adapter notre méthode de maniére a minimiser la somme des distances
absolues. Nous appelons ceci la méthode POLY-ABS.

La quantité a minimiser est :

d(qu, 11(t)) + d(qa, 12(?)) (4.3)
ou, explicitement en fonction de ¢ :

|t] et + d|

(0= I+ et bt et +

Sa dérivée premicre est de la forme :
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1 B (ad — be)(at + b)
1+ ()23 “*((at+b)2 + f2(ct + d)2)3/2

ol wy et wy sont égaux a —1 ou 1, selon les signes de ¢ et (¢t + d). Le minimum global de s2(t) se
trouve a une racine de s4 (). Nous essayons donc de déterminer les racines de s} (t) et déterminons le
minimum global en évaluant s9 a toutes les racines et en retenant celle qui donne la valeur minimale.
La condition s5(t) = 0 peut s’écrire comme :

1 (ad — be)(at + b)

T+ @272~ ((at+b)2 + f2(ct + d)2)P

Nous élevons les deux cotés de cette équations au carré, afin d’éliminer les w;, wo et les racines
carrées. La soustraction des termes obtenus donne :

sy(t) = Wit

wl(

1 ad — be)%(at + b)?
ro(t) = g ( 5 ) (2 ) 3 - 4.9)
1+ (1)) ((at +b)* + f3(ct + d)?)
Le numérateur commun de 9 est un polyndme de degré 8 en t. Comme pour la méthode POLY, nous
évaluons s (t) aux racines de ce polyndme afin de trouver son minimum global.

455 Etpour 3vues?

L’extension de la méthode pour 3 vues ou plus serait désirable et nous avons exploré cette voie,
d’abord pour le cas général et ensuite pour le cas de trois vues alignées.

Cas général. La minimisation directe du critére de reprojection ne semble étre praticable qu’avec
deux vues. Pour 3 vues, le probleme ne peut plus étre paramétré par une seule variable, mais il en
faut trois. Une paramétrisation analogue a celle choisie pour le cas de deux vues serait de répartir
les parametres de la fagon suivante. Deux parametres définissent la position du point @) dans la
premiere image. Le deuxieéme point doit étre sur la droite épipolaire du premier et peut donc étre
positionné par un parametre. La position du point dans la troisieme image est entierement déterminée
par les relations trifocales. Au lieu de paramétrer les points image, nous pourrions donc directement
et simplement utiliser les coordonnées 3D du point reconstruit. Les trois dérivées partielles de la
fonction de cofit, qui est la somme des résidus des reprojections, sont des polyndomes de degré 8.
Meéme s’il était algébriquement possible d’engendrer un polyndme en une seule variable, celui-ci
serait certainement de degré beaucoup trop élevé pour étre résolu avec une précision raisonnable.

Nous avons tenté de réduire la complexité des formules en appliquant des transformations rigides
appropriées aux images. Par exemple, deux éléments d’une matrice de projection peuvent facilement
étre annulés en appliquant une translation appropriée dans I’image : soit P une matrice de projection
et P sa premiére sous-matrice 3 x 3. L’application d’une translation de vecteur t dans 1’image donne
lieu a la matrice de projection transformée P’ avec :

B 1 0 &\  [PuttPn Po+tiPyp P3+tiPs
P=|0 1 to|P=|Po+t2P31 Pyy+taP3y Pog+taPs3
0 0 1 P3q P39 P33

. . . . 712 _, z Ve
11 est facile de voir comment choisir £; et t9 pour annuler deux éléments de P . Ce procédé permet
de simplifier la forme de la fonction a minimiser, mais pas assez pour pouvoir résoudre le probleme
comme au cas de deux vues.
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Trois vues alignées. Pour des vues alignées (centres de projections alignés), les plans épipolaires
des paires de vues coincident. Ceci rend possible d’exprimer le probléme par un seul parametre,
comme dans le cas de deux vues. On peut appliquer le méme schéma que dans le paragraphe 4.5.2.1.
Par rapport a la fonction de cofit (4.5), un troisieme terme s’ajoute, pour la distance du point image a
la droite épipolaire dans la troisieme image. On obtient finalement un polyndme de degré 10, dont il
faut déterminer les racines.

Il serait facile d’obtenir des résultats pour des mouvements particuliers entre les vues, comme
nous le faisons pour le cas de deux vues dans le paragraphe suivant, mais nous nous arrétons ici.

Cameéra linéaire. Nous avons également étudié le probleme de triangulation pour trois vues de
caméras linéaires, qui se présente mieux, voir I’annexe A.2.

4.6 Triangulation pour des mouvements particuliers

Récemment, I’étude de mouvements particuliers a suscité quelque intérét dans le domaine de la
vision non calibrée. Pour citer quelques exemples, des méthodes de calibrage pour des rotations pures
[82] et des mouvements planaires [6, 226] ou de reconstruction affine a partir de translations pures
[131] ont été proposées (voir 6.2.3 pour une discussion approfondie). Dans le contexte de la trian-
gulation, nous nous intéressons a des mouvements particuliers entre deux vues d’une méme caméra.
Torr et al. [204] et Viéville & Lingrand [215] ont étudié des formes particulieres que prend la matrice
fondamentale lors de mouvements particuliers (voir la section 2.3.4).

Nous considérons ces formes particulieres de F en vue de nos méthodes de triangulation POLY
et POLY-ABS. Pour quelques mouvements particuliers, nous montrons comment la recherche du mi-
nimum global de la fonction de cofit (4.2) (respectivement (4.8)) se simplifie, par une réduction du
degré du polyndme 71 (t) (respectivement 75(t)) a résoudre (cf. les équations (4.7) et (4.9)).

Dans les deux paragraphes suivants, nous développons le cas des caméras affines et celui d’une
caméra (perspective) effectuant une rotation autour d’un axe fixe. Deux autres cas, translation pure
et changement de focale ou de mise au point, sont traités dans I’annexe A. Dans cette annexe, nous
considérons également la triangulation a partir de trois vues d’'une caméra linéaire. Si a la place de la
matrice fondamentale nous considérons une homographie associée aux projections d’un plan dans les
deux vues, nous obtenons un probléme similaire a la triangulation. Dans 1’annexe B, nous proposons
un schéma de correction de points image de maniere a ce qu’ils se correspondent exactement par
I’homographie donnée.

Le tableau 4.1 résume tous ces cas.

4.6.1 Caméras affines

Apres I’application des mémes transformations rigides que dans la section 4.5.2, les épipdles sont
les points a I’infini des axes des u et la matrice fondamentale se simplifie encore davantage :

0 0 O
F=(0 0 ¥
0 d ¢
Poly. La fonction de coft est:
2 N 12
o (d't+e)? e, .de e
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| Type de mouvement/caméra | Poly | Poly-Abs |

Général 6 8
Translation pure

— épipoles finis

— épipoles infinis 1 1
Caméras affines 1 1
Zoom + mise au point

— forme générale 6 8

— pixels rectangulaires 2 2

— translation dans plan focal et pixels rectangulaires 1 1
Rotation autour d’un axe fixe

— forme générale 6 8

— téte stéréo 6 8

— téte stéréo symétrique 2 2
3 vues de caméras linéaires (voir section A.2) 15 6
3 vues de caméras habituelles

— forme générale grand grand

— vues alignées 10 grand
Homographie d’un plan (voir annexe B) 8 grand
Homographie affine d’un plan 1 2

TAB. 4.1: La complexité des méthodes PoLY et POLY-ABS pour différents scénarios. Les chiffres
correspondent aux degrés maximaux des polyndémes & résoudre.

et pour 71 (t) nous obtenons :
) =W +dt+de .
Le minimum global de s; (¢) peut donc étre calculé directement. Il est atteint en :

B d'e

v 4+d?

La dérivée seconde est positive, donc il s’agit vraiment d’un minimum.

Poly-Abs. La fonction de coft est :
|d't + €|
L4
Il s’agit de la somme des valeurs absolues de deux fonctions linéaires. Le minimum global se trouve

N . ! . . .
alors a une des deux racines, 0 ou —Z, ou il occupe tout I'intervalle entre ces deux racines.

so(t) = |t| +

Solution directe. Au lieu d’appliquer des transformations rigides préalablement a la formulation
de la fonction de coiit, nous pouvons omettre cette étape ici et résoudre le probleme pour la matrice
fondamentale originale, donnée par :

QU O O
Qo o e
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Les épipoles sont les points a I'infini e; = (d, —¢,0)" et e3 = (b, —a,0)". Les droites épipolaires
dans chaque image sont paralleles, avec les directions normales n; = (¢, d, O)T etny = (a,b, O)T.
Les points corrigés q; et Q5 étant les projections orthogonales des points image mesurés sur des
droites épipolaires correspondantes, nous pouvons formuler le probléme en utilisant un parametre ¢ :

C
qi=qi+tn;=q; +t|d
0

Le point corrigé dans la deuxieéme image est la projection orthogonale de qo sur la droite épipolaire
deq]:

ay = (Fq}) A (qz Any) .

Nous omettons les détails et donnons directement la solution unique de ¢ qui minimise la somme des
carrés des distances entre points corrigés et points mesurés :

_aga, +bg2, e, +dag, te
a? + b2 + c% + d? '

Le minimum global de la somme des carrés des distances s’évalue d’apres :

~ _ (g2, +bgy, + cqu, + day, +e)?
' a? + b2 + % + d?

Les points corrigés optimaux sont :

q1,(a® + % + d?) — ¢(q1,d + q2,0 + q2,b + €)
q, ~ |q,(@®+b+c) —d(gct+ga+g,bt+e)]|
a? + b + ¢ + d?
g2, (b2 + 2 + d?) — a(qi ¢+ q1,d + q2,b + €)
dy ~ | @n(a®++d) —blgc+qd+ga+te)
a? + b + % + d?

On constate que les points corrigés sont directement donnés en fonction des coefficients de la matrice
fondamentale et des points image mesurés. Nous pouvons en tirer profit pour 1’estimation optimale
de la matrice fondamentale d’apres le critere (2.3) : la minimisation ne nécessite pas des inconnues
supplémentaires pour les points image corrigés, mais peut se faire directement en fonction des coef-
ficients de F. Le critére de minimisation devient donc :

~ 1
F(a,b,c,d,e) = argmin PR

n
7 > (ags, +baz, + cqu, +dq, +€)* . (4.10)
p=1

L’optimalité de ce critére a déja été démontré par Shapiro et al. [172], mais par d’autres moyens. Il
existe un lien intéressant entre I’estimation optimale de la matrice fondamentale affine et la méthode
de reconstruction affine par factorisation de Tomasi et Kanade [202]. Les deux méthodes fournissent
la reconstruction affine optimale, c’est-a-dire qui minimise I’erreur de reprojection (voir 3.7), mais
par des moyens tres différents : la premiere effectue une reconstruction optimale implicite via 1’esti-
mation itérative de la matrice fondamentale affine, tandis que la deuxieme méthode est basée sur une
décomposition en valeurs singulieres d’une grande matrice contenant toutes les coordonnées image.
La factorisation offre tout de méme 1I’avantage d’étre applicable pour plusieurs vues simultanément.
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4.6.2 Rotation autour d’un axe fixe

Le seul cas parmi ceux décrits au 2.3.4.4 pour lequel nous avons réussi a baisser le degré des
polyndmes a résoudre, est celui de la « téte stéréo symétrique ». La matrice fondamentale a la forme :

0 a —ab
F= a 0 c—d
—ab —c—d 2bd
Les épipdles sont €; = (%,b, 1)T et ey = (%,b, l)T et leur point milieu est q = (g,b, 1)T.
Appliquer la mé&me translation dans les deux images, qui ramene q a 1’origine, déplace les épipdles
sur les axes des u respectifs, sur des points opposés par rapport a I’origine. La matrice fondamentale
transformée est de la forme :

0 a O
F~la 0 c¢f |
0 — 0

et les épipoles sont les points (—<, 0, D7 et (5,0, 1)". Contrairement 2 la méthode générale, nous ne
placons pas les points image a 1’origine, ce qui doit étre pris en compte lors de la construction de la
fonction de coit. Soient g et @), les points image transformés par les translations décrites.

Poly. La fonction de cofit est :

(cqly — aqlyt — ct)® + (cghy + aght — ct)?

s1(t) = a?t? + 2

et le polynéme 71 (¢) est une fonction quadratique en ¢ :

ri(t) = tPa’claldiidia — 1dh) + c(dia + @52)) +
2 2 2 2
tc*(2¢® + a*(qh" + by — iy — dhy”) + 2ac(qh;, — ¢3)) —
A (al(dhigls — dhighs) + clals + g32)) -

Nous obtenons donc directement les deux solutions candidates possibles. Il est tout de méme néces-
saire d’évaluer la fonction de colit pour ¢ = oo, pour traiter la situation oll @} se trouverait sur la
2c2—|—a2(q’112+q.’212)+2ac(q’11—q.’n)
2 .
a

méme droite verticale que e;. Nous obtenons la valeur s1(00) =

Poly-Abs. La fonction de cot est :
B = leq1z — agqiit — ct| + |egyy + agayt —ct]
Va?t? + 2
Le polyndme 79 est quadratique, tout comme 77 :
ra(t) = ac*(c(qiy + 31) + aldhs — 4h2)t)(2¢° + a®(dh2 + gh2)t + ac(qy — ¢51))

et nous pouvons tirer les mémes conclusions pour ce cas.

82(

4.7 Autres méthodes de triangulation

Dans cette section, nous présentons quelques autres méthodes de triangulation qui ont ét€ compa-
rées avec les méthodes POLY et POLY-ABS (voir les résultats expérimentaux dans la section 4.8).



4.7. AUTRES METHODES DE TRIANGULATION 61

4.7.1 Meéthodes linéaires

En dehors de la méthode du POINT MILIEU, les méthodes linéaires présentées dans la suite sont
les plus populaires. Considérons la projection d’un point 3D Q sur un point q dans I’image :

q~ PQ .

Nous écrivons en coordonnées homogenes q = w(wu,v,1)T, ol (u,v) sont les coordonnées observées
et w est un facteur d’échelle inconnu. En notant piT la 7€ ligne de la matrice P, cette équation peut
s’écrire comme :

T T T
wu = Py » WU = Py » W=P3

En éliminant w nous obtenons :

ups Q =p; Q
p;Q=p1Q .

Avec deux vues, nous obtenons au total 4 équations linéaires par rapport aux coordonnées de
Q. qui peuvent étre mises ensemble en un systeme d’équations de la forme AQ = 0, ou A est une
matrice 4 x 4. Ces équations définissent Q seulement a un facteur d‘échelle pres et nous cherchons
une solution non-nulle pour Q. Bien entendu, en présence de bruit dans les données, les équations
ne seront pas satisfaites exactement, et nous cherchons une « meilleure » solution. Nous décrivons
maintenant deux méthodes pour ce faire.

La premiére consiste a trouver Q qui minimise ||AQ)||, sous la contrainte ||Q|| = 1. La solution
est le vecteur propre unitaire qui correspond a la plus petite valeur propre de la matrice AT A. Il peut
étre déterminé en utilisant une décomposition en valeurs singulieres (SVD) ou la méthode de Jacobi
pour trouver les valeurs propres de matrices symétriques [159]. Nous appelons ce procédé la méthode
LIN-PROPRE.

Une deuxieme approche consiste a fixer une coordonnée de Q, par exemple en écrivant :

4.11)

SN

Ainsi, nous réduisons ’ensemble des équations homogenes AQ = 0 a un systeme de 4 équations
non-homogenes en 3 inconnues. La solution aux moindres carrés peut étre trouvée par la méthode
des pseudo-inverses ou par une décomposition en valeurs singulieres. Nous appelons cette approche
la méthode LIN-MC.

Les deux méthodes sont similaires, mais elles ont par contre des propriétés assez distinctes en
présence de bruit dans les données. La méthode LIN-MC suppose que le point Q n’est pas a I'in-
fini puisque sa quatrieme coordonnée est fixée a 1. Ceci peut étre désavantageux dans le cas d’une
reconstruction projective ou des points reconstruits peuvent se trouver sur le plan a I’infini.

Outre ceci, aucune des deux méthodes n’est appropriée a la reconstruction projective puisqu’elles
ne sont pas projectivement invariantes. Afin de se rendre compte de ceci, supposons que les matrices
de projection Py et P5 sont remplacées par Py T~! et PoT~1. La matrice du systtme d’équations A
devient alors AT L. Un point Q tel que AQ = ¢ pour le probléme original correspond 2 un point TQ
satisfaisant (AT ~1)(TQ) = e pour le probléme transformé. Donc, il y a une correspondance bijective
entre les points Q et les points TQ qui meéne a la méme erreur. Pourtant, ni la condition ||Q|| = 1 ni
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@4 = 1 ne sont invariantes par application d’une transformation projective T. Par conséquent, si un
point Q résout le probleme original, le point transformé TQ ne sera généralement pas la solution du
probléme transformé.

La situation est différente pour les transformations affines. Bien que la condition ||Q|| = 1 ne soit
pas préservée par les transformations affines, la deuxieme paramétrisation, Q = (X,Y, Z,1)T I'est,
puisque pour une transformation affine T: T(X,Y, Z,1)7 = (X', Y’,Z’,1)". Ceci veut dire qu’il y
a une correspondance bijective entre les vecteurs Q = (X,Y, Z,1)T (avec A(X,Y, Z,1)T = ¢) et les
vecteurs TQ = (X', Y", Z', 1)T (avec (AT~1)(X',Y', Z',1)T = ¢). L’erreur est la méme pour des
points correspondants. Donc, les points qui minimisent 1’erreur ||€|| se correspondent, ce qui signifie
que la méthode LIN-MC est invariante aux transformations affines tandis que LIN-PROPRE ne I’est
pas. Ces conclusions sont confirmées par les résultats des expériences.

4.7.2 Meéthodes linéaires itératives

Un inconvénient des méthodes LIN-MC et LIN-PROPRE est que la valeur minimisée ||AQ|| n’a
pas de signification géométrique. Surtout, elle ne correspond pas au critere des erreurs de reprojection
(4.1). En outre, une pondération individuelle des équations homogenes (lignes de A) changera la so-
lution. L’idée de base pour les méthodes présentées ci-dessous est de changer les poids des équations
de maniere itérative afin de faire correspondre la valeur minimisée a I’erreur de reprojection.

Considérons la premiere des équations (4.11). En général, le point Q trouvé ne satisfera pas cette
équation — mais engendre une erreur € = ung—p-{Q. La quantité a minimiser est la différence entre
les coordonnées u du point mesuré et de celui reprojeté (pIQ / ng). Concretement, nous voulons
minimiser :

T T T
€ =¢/PsQ=u—p;Q/p;Q .
Ceci signifie que si I’équation avait été pondérée par le facteur 1/w, ou:

w:pg—Qa

Ierreur résultante aurait été précisément ce que nous voulons minimiser. Le méme poids 1/w est a
attribuer a la deuxieme équation de (4.11). Le poids correct pour les équations associées a la deuxieéme
image, 1/w’, est déterminé de maniére analogue.

Bien entendu, nous ne pouvons pas pondérer les équations au préalable parce que les poids dé-
pendent des coordonnées du point a reconstruire Q que nous ne connaissons qu’aprés avoir résolu
les équations ! C’est pourquoi nous procédons de maniere itérative pour adapter les poids. Nous com-
mengons en mettant wyg = w( = 1, et utilisons une des méthodes LIN-PROPRE ou LIN-MC pour
trouver une solution initiale Q. Ensuite, nous pouvons mettre a jour les poids.

Ce processus est répété plusieurs fois, multipliant a la 3¢ itération les équations (4.11) par 1/w;
(respectivement 1/ wg) ou w; (respectivement wg) est déterminé a I’aide de la solution Q; 1 de I’ité-
ration précédente. Apres quelques itérations, ce processus va converger (on I’espere), auquel cas nous
aurons Q; = Q;_1 et alors w; = p;,rQi. L’erreur (pour la premiere équation de (4.11) par exemple)
approchera 1’erreur de reprojection : €; =~ u — p{ Q;/ ngi.

Cette approche peut se baser et sur LIN-PROPRE et sur LIN-MC. Nous appelons les méthodes
résultantes IT-PROPRE et IT-MC. L’avantage de ces méthodes par rapport a d’autres méthodes de
moindres carrés non linéaires comme Levenberg-Marquardt (LM) [159] est qu’elles sont tres faciles
a implémenter. En effet, leur implémentation ne requiert qu'une adaptation triviale des méthodes
linéaires. Il n’y a pas besoin d’une méthode d’initialisation séparée comme c’est souvent nécessaire
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pour LM. En outre, la décision du moment auquel on peut arréter les itérations (convergence) est
simple : on termine le processus quand le changement des poids devient petit. Le moment d’arrét
n’est pas crucial puisque le point reconstruit Q n’est pas tres sensible a des petits changements des
poids.

L’inconvénient de ces méthodes est une divergence occasionnelle. Dans des situations instables,
surtout quand les points sont proches des épipdles, ce phénomene se manifeste suffisamment souvent
pour étre un probléme (dans environ 5 % des cas lors de nos simulations). Si ces méthodes sont
utilisées dans de telles circonstances, une méthode de secours est indispensable. Pour nos expériences,
nous avons utilisé la méthode optimale, POLY, lorsqu’il n’y avait pas convergence apres 10 itérations.
Ainsi, I’évaluation statistique des résultats n’est pas biaisée par quelques trés mauvais résultats dus a
une divergence occasionnelle.

Les méthodes itératives héritent des méthodes linéaires correspondantes leurs propriétés d’inva-
riance ou de non-invariance a des transformations. Notamment, IT-MC et IT-PROPRE ne sont pas
projectivement invariantes. Pourtant, les expériences ci-dessous montrent que ces méthodes sont rela-
tivement insensibles aux transformations projectives. La méthode IT-MC est, tout comme LIN-MC,
invariante aux transformations affines. Les expériences montrent que les méthodes itératives sont
considérablement meilleures que les méthodes linéaires non-itératives sous-jacentes.

4.8 Résultats expérimentaux

4.8.1 Expériences sur des données synthétiques

Un grand nombre d’expériences ont ét€ menées pour évaluer les différentes méthodes de triangu-
lation décrites ci-dessus. Nous nous sommes concentrés sur deux configurations.

Configuration 1. La premiere configuration simule une situation qui peut apparaitre par exemple,
quand un robot longe un couloir en regardant droit devant. Ceci est esquissé dans la figure 4.4 (a).
Dans ce cas, les deux épipoles sont tres proches des centres des images. Cette situation est connue
pour étre intrinsequement instable pour la reconstruction : la profondeur de points qui se trouvent
exactement sur la droite reliant les centres optiques ne peut étre déterminée, et la reconstruction des
points proches de cette droite devient trés sensible méme a un petit bruit dans les coordonnées image.
Des expériences ont été effectuées simulant des objets a des distances variées des caméras.
Les grandeurs suivantes sont utilisées :

> la distance entre les deux caméras est de 1 unité ;

> les points 3D sont placés aléatoirement (distribution uniforme) dans une sphére d’un rayon de
0,05 unités ;

> la distance entre le centre de la sphere des points et le centre optique de la caméra frontale est
de 0,15 ou 0,55 unités. Le centre de la sphere est sur la droite des centres optiques des caméras ;

> les deux caméras ont les mémes parametres intrinseéques :

700 0 O
K=1 0 700 0
0 0 1
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Configuration 2. La deuxi¢me configuration correspond a peu prés a une téte stéréo, observant
un objet équidistant des deux caméras (voir la figure 4.4 (b)). La plupart des méthodes donnent de
relativement bons résultats pour cette configuration.

Les grandeurs suivantes sont utilisées :

> la distance entre les deux caméras est de 1 unité ;
> le rayon de la sphere des points 3D est de 1 unité ;

> la distance entre le centre de la sphere et la droite reliant les centres optiques varie entre 1 et 9
unités ;

> les caméras ont les mémes parametres intrinseéques comme dans la configuration 1;

> les axes optiques des caméras forment un angle de 80° avec la droite reliant les centres optiques.

Caméra 2

Epipoles

Caméra 1

| Caméra 1 Caméra 2
(a) (b)

FIG. 4.4: Les configurations pour les simulations.

Pour chaque ensemble d’expériences, 50 points sont choisis aléatoirement dans le champ de vue
commun. Les projections des points dans les images sont perturbées par un bruit gaussien dont I’écart-
type varie entre 1 et 10 pixels (la résolution de I'image est de 700 x 700). Pour chaque niveau de
bruit, les points sont perturbés et ensuite reconstruits a 100 reprises. Pour chaque point reconstruit
nous mesurons I’erreur 3D et le résidu de la reprojection. Dans les graphes des pages suivantes sont
représentées les valeurs médianes de ces erreurs. Les moyennes sont aussi calculées, mais les graphes
ne sont pas représentés — ils ont la méme forme et donnent lieu aux mémes conclusions, bien qu’ils
soient moins lisses que les graphes montrés, dii a d’occasionnelles erreurs grossieres.

Pour évaluer I’invariance a des transformations, une transformation affine ou projective a été ap-
pliquée aux matrices de projection. Ces transformations ont été choisies pour que 1’une des matrices
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de projection ait la forme ( I |0). C’est la forme normalisée couramment utilisée pour la reconstruc-
tion projective. Elle représente une distorsion significative puisque la vraie matrice de projection est
( M |0), ot M est la matrice diagonale diag(700, 700, 1).

La situation la plus instable est la configuration 1, ou les épipoles sont au centre des images et
les points image proches des épipdles. Nous présentons des résultats pour cette situation puisqu’elle
constitue un défi sérieux pour les algorithmes. Nous donnons des résultats pour les deux cas ou les
points 3D se trouvent a une distance de 0,15 unités (points proches) ou de 0,55 unités (points éloi-
gnés) de la caméra frontale. Les résultats sont présentés en forme de graphes commentés. Les erreurs
mesurées sont étiquetées comme erreurs 2D (résidu de la reprojection) ou erreurs 3D. Chaque point
dans un graphe représente la moyenne de 100 erreurs médianes pour 50 points. Les axes horizontaux
des graphes montrent le niveau de bruit et les axes verticaux représentent I’erreur mesurée, en pixels
pour les erreurs 2D ou en unités 3D pour les erreurs 3D.

Dans la suite, nous présentons des résultats pour des reconstructions euclidiennes, projectives et
affines, en forme de graphes commentés. Pour les reconstructions affines et projectives, les matrices
de projection ont été transformées comme décrit ci-dessus. Ensuite, la triangulation a été effectuée et
finalement les points reconstruits ont été retransformés dans le repere original pour les comparer aux
points originaux. Pour les reconstructions euclidiennes, aucune transformation n’a été appliquée.
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F1G. 4.5: Erreur 3D pour la reconstruction euclidienne (points proches). La méthode PoLyY est lége-
rement plus mauvaise que les autres. Elle est concue pour minimiser I’erreur 2D, donc elle n’opti-
mise pas obligatoirement I’erreur 3D. La reconstruction euclidienne est le seul cas ou la méthode du
POINT MILIEU a donné des résultats meilleurs que POLY et POLY-ABS.
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FIG. 4.6: Erreur 3D pour la reconstruction euclidienne (points éloignés). La configuration est la
méme que pour le graphe 4.5, si ce n’est que les points sont plus éloignés des caméras. Sont visibles
du bas vers le haut : LIN-MC, IT-MC et POINT MILIEU qui sont presque indistincts ; LIN-PROPRE
et IT-PROPRE sont aussi identiques ; puis POLY-ABS et POLY.
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FIG. 4.7: Erreur médiane 2D pour la reconstruction euclidienne (points proches). La configuration
est la méme que pour le graphe 4.5. Bien entendu, POLY-ABS est la meilleure méthode puisqu’elle
est spécialement congcue pour minimiser I’erreur 2D. PoLy, IT-MC et IT-PROPRE sont légérement
plus mauvaises (les graphes se superposent). Les méthodes LIN-PROPRE, LIN-MC et POINT MILIEU
donnent de trés mauvais résultats (notons que I’axe vertical compte 75 pixels d’erreur). Ce graphe, en
comparaison avec le graphe 4.5, montre que les erreurs 2D et 3D ne sont pas directement liées : mal-
gré de grandes erreurs 2D pour quelques méthodes, toutes les méthodes ont une bonne performance
dans le 3D.
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F1G. 4.8: Comparaison de I’erreur 2D pour les reconstructions euclidiennes et projectives. La mé-
thode utilisée est IT-PROPRE. Le graphe montre que cette méthode est presque projectivement in-
variante (c’est-a-dire que les deux courbes sont trés proches I’une de I’autre). IT-PROPRE est une
excellente méthode, a I’exception de problémes de convergence dans des situations trés instables
(dans environ 1 % des essais pour un niveau de bruit de 2 pixels). Les essais ou il n’y avait pas
convergence ne sont pas inclus dans le graphe. Si les points ne sont pas proches des épipdles, il n’y
a plus de probleme de divergence. La méthode IT-MC (non montrée) a un comportement légerement
plus mauvais, mais tout de méme similaire tandis que POLY est exactement projectivement invariante
(les deux courbes se superposent).
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FIG. 4.9: Erreur 2D pour la reconstruction projective (points proches). C’est la méme configuration
ol toutes les méthodes ont donné de bons résultats pour la reconstruction euclidienne. Le graphe
montre les résultats des méthodes (du bas vers le haut) POLY-ABS, PoLY, IT-PROPRE et IT-MC.
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FI1G. 4.10: Erreur 2D pour la reconstruction projective (points proches), suite. Ici les mauvaises mé-
thodes pour la méme configuration comme pour le graphe 4.9 sont montrées. Les courbes représentent
(du bas vers le haut) PoLy-ABS (comme référence), LIN-PROPRE, LIN-MC et POINT MILIEU. Le
graphe démontre la sensibilité des méthodes au probléme de non-invariance a des transformations.
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FIG. 4.11: Erreur 3D pour la reconstruction projective (points proches). Graphe pour la méme confi-
guration que pour les graphes 4.9 et 4.10. POLY-ABS est un peu meilleure que PoLyY. Suivent les
méthodes LIN-PROPRE, IT-MC, IT-PROPRE et LIN-MC. La courbe pour POINT MILIEU sort du
graphe déja pour un niveau de bruit de 1 pixel.
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F1G. 4.12: Invariance a des transformations affines. Les courbes montrées représentent IT-PROPRE
(reconstruction euclidienne), IT-MC (les courbes pour les reconstructions euclidienne et affine se
superposent) et IT-PROPRE (reconstruction affine). Nous pouvons constater que, comme il a été prédit
théoriquement, la méthode IT-MC est invariante aux transformations affines, contrairement a IT-
PROPRE, qui I’est presque.

4.8.2 Expériences sur des données réelles

Nous avons testé les méthodes avec des images de la séquence du chateau! (voir la figure 4.13
pour une image de la séquence). Elle est constituée de 11 images et de 28 correspondances de points
image. Les images sont prises des points de vue affichés dans la figure 4.14, avec des axes optiques
paralleles. La vérité de terrain pour les coordonnées tridimensionnelles des points est disponible ce
qui nous permet de quantifier la qualité de la reconstruction.

FIG. 4.13: Une image de la séquence du chateau.

1. Nous remercions le « Calibrated Imaging Laboratory » de 1’Université Carnegie Mellon qui a fourni cette séquence
avec le soutien de ARPA, NSF et NASA. La séquence est disponible a http://www.cs.cmu.edu/ cil/cil-ster.html.
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FI1G. 4.14: Les points de vue de la séquence du chateau (la figure ne montre pas les distances corrects
entre les points de vue et I’objet).
Nous avons effectué I’expérience suivante pour chaque paire de vues de la séquence.
1. Calcul de la matrice fondamentale (méthode des 8 points [71]).
Calcul de deux matrices de projection a partir de la matrice fondamentale.
Reconstruction projective des 28 points avec différentes méthodes de triangulation.

Alignement de chaque reconstruction projective avec le modele euclidien.

A

Calcul de I’erreur des reconstructions projectives comme étant la moyenne des distances abso-
lues entre points alignés et points du modele.

Les résultats des méthodes suivantes sont affichés dans la figure 4.15 : POLY, IT-PROPRE, IT-MC
et POINT MILIEU.

Les méthodes POLY et IT-PROPRE ont un comportement quasiment identique. Pour quelques
paires de vues, les deux méthodes échouent. De gauche a droite (par rapport aux graphes dans la
figure 4.15), il s’agit des paires :

(3,6) (3,7) (6,7) (8,9) (8,10) (9,10) .

SiI’on compare avec la figure 4.14, on constate qu’il s’agit exactement des paires de vues qui consti-
tuent une translation pure de la caméra. Nous avons déja mentionné que ce cas est toujours difficile
pour la reconstruction. Pour les autres mouvements, les résultats sont comparables avec ceux d’une
reconstruction projective en tenant compte de toutes les 11 images (cf. les résultats de notre méthode
de factorisation en section 5.8.2.2).

La méthode IT-MC donne des résultats 1égerement moins bons que POLY et IT-PROPRE. Pour ce
qui est de la méthode POINT MILIEU, la reconstruction pour la plupart des paires de vues est bonne,
mais le taux d’échec est clairement supérieur a celui des autres méthodes présentées.
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FIG. 4.15: Résultats de reconstructions projectives avec la séquence du chateau.

4.8.3 Discussion des résultats

Avant d’analyser les résultats précédents, nous rappelons, dans le tableau 4.2, les abréviations des
méthodes utilisées ainsi que trés brievement leur procédé.

Toutes les méthodes se comportent bien pour la reconstruction euclidienne, en termes d’erreurs
3D. Quant aux erreurs 2D, seules les méthodes POLY, POLY-ABS, IT-MC et IT-PROPRE donnent
des résultats acceptables. Les deux dernieres ont I’inconvénient de diverger occasionnellement. La
méthode POLY-ABS semble étre 1égerement meilleure que POLY, au sens des erreurs 3D, mais toutes
les deux sont des méthodes excellentes. Leur inconvénient majeur est qu’elles ne sont pas directe-
ment généralisables a plus de 2 vues (voir la discussion dans la section 4.5.5), contrairement aux
autres approches. Elles sont également plus lentes, mais toujours assez rapides pour pouvoir recons-
truire des milliers de points par seconde ce qui devrait étre suffisant pour la plupart des applications
envisageables.
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PoLy Minimise la somme des carrés des distances entre points image mesurés
et points reprojetés
PoLY-ABS Minimise la somme des distances absolues entre points image mesurés

et points reprojetés
POINT MILIEU | Choisit le point milieu de la perpendiculaire commune des rayons de
projection associés aux points image

LIN-MC Détermine le point 3D Q en résolvant un systeme de 4 équations li-
néaires et homogenes en 4 inconnues, utilisant la contrainte ||Q|| = 1
IT-MC Variante itérative de la méthode précédente ; adapte les poids des équa-

tions linéaires

LIN-PROPRE Détermine le point 3D Q en résolvant un systeme de 4 équations li-
néaires en 3 inconnues, ayant fixé une coordonnée de Q

IT-PROPRE Variante itérative de la méthode précédente ; adapte les poids des équa-
tions linéaires

TAB. 4.2: Récapitulatif des méthodes de triangulation utilisées.

En résumé :

PoLy C’est la méthode recommandée si seulement 2 images sont traitées et si le temps de calcul
n’est pas critique. Ses performances sont supérieures a celles des autres méthodes, exceptée
PoLY-ABS. En fait, elle est optimale sous I’hypotheése d’un bruit gaussien. La méthode est
projectivement invariante.

PoLY-ABS Cette méthode garantit de trouver le minimum global de la somme des erreurs absolues
de reprojection. Ceci est peut-étre un meilleur modele pour le bruit dans les images ; elle est
moins sensible a de larges erreurs. Elle donne des reconstructions 1égerement meilleures que
POLY, mais sinon les deux méthodes se comportent de maniere trés similaire. POLY-ABS est
également projectivement invariante.

POINT MILIEU C’est la méthode classique pour la reconstruction euclidienne. Malgré une bonne
performance dans ce cas, elle n’est pas meilleure que les autres méthodes linéaires, et pour
la reconstruction projective, les résultats sont inutilisables. La méthode n’est invariante ni aux
transformations projectives ni aux transformations affines.

LIN-PROPRE Son avantage majeur est la vitesse et la simplicité. Elle n’est invariante ni aux transfor-
mations projectives ni aux transformations affines.

LIN-MC Cette méthode est invariante aux transformations affine, mais ne devrait pas étre utilisée
pour une reconstruction projective.

IT-PROPRE Cette méthode donne de trés bons résultats, considérablement meilleurs que la méthode
non-itérative correspondante, LIN-PROPRE. Elle n’est pas aussi bonne que POLY ou POLY-
ABS, mais son grand avantage est qu’elle est facilement généralisable au cas de plusieurs
images. L’inconvénient de la méthode est une divergence occasionnelle ce qui a pour consé-
quence le besoin d’une méthode de secours.

IT-MC Elle est similaire a LIN-PROPRE du point de vue performance et propriétés. Elle est invariante
aux transformations affines, mais ne devrait pas étre appliquée pour la reconstruction projective
puisque les points a I’infini ne peuvent pas €tre traités.
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4.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons examiné le probléme de la reconstruction a partir de deux vues, étant
données les matrices de projection. Nous avons montré que les méthodes classiques sont inadaptées
au cas de la reconstruction projective ou affine, di a I’utilisation de principes qui ne sont valables que
dans 1’espace euclidien. Un criteére de minimisation pour la reconstruction a été proposé qui combat
le bruit 1a ot il se manifeste — dans la position des primitives dans les images. Nous avons développé
une méthode (POLY) qui minimise ce critere globalement, ainsi donnant une reconstruction optimale.

Pour ce qui est de ’optimalité de notre méthode, il faut préciser qu’elle donne le résultat qui est
optimal pour les matrices de projection données. Une optimisation non linéaire ultérieure, portant
sur les matrices de projection et les points 3D simultanément, va en général encore améliorer la
reconstruction (cf. aussi le paragraphe sur I’estimation de la matrice fondamentale en 2.3.2).

La nouvelle méthode a été testée en concurrence avec d’autres méthodes. Elle donne les résultats
les plus stables, mais les méthodes linéaires itératives sont également trés performantes. L’atout de
POLY est son optimalité statistique. Nous avons aussi décrit des simplifications de notre méthode pour
des mouvements particuliers entre les deux vues. Contrairement aux méthodes linéaires, elle n’est pas
généralisable a plus de deux images.

Des opérations similaires a la correction des points image dans notre méthode sont éventuellement
possibles pour d’autres primitives. Dans [39], Cross et Zisserman effectuent une correction de la
position de coniques dans les images comme étape préalable a la reconstruction de quadriques. Leur
méthode n’est pas optimale mais les coniques sont données avec une haute précision ce qui fait qu’une
correction sous-optimale peut &tre suffisante. Une étude plus profonde de ce cas serait intéressante a
mener.






Reconstruction projective multi-image

Dans ce chapitre, nous présentons une mé-
thode de reconstruction (et calibrage) projec-
tive a partir de plusieurs images. La méthode
est basée sur la factorisation d’'une matrice con-
tenant les coordonnées de tous les points image
vus dans toutes les images. Notre méthode est
une extension des méthodes de Tomasi, Poel-
man et Kanade [202, 149] des projections af-
fines aux projections perspectives. Contraire-
ment au cas affine, la factorisation n’est pos-
sible que si les coordonnées homogénes des
points image sont correctement échelonnées.

L'une des contributions de notre travail est une
méthode pour la détermination des facteurs
d’échelle nécessaires, a partir des seules ma-
trices fondamentales. Nous décrivons égale-
ment des détails numériques qui contribuent de
maniere significative a la bonne performance
de notre méthode de reconstruction. Les ré-
sultats d’expériences évaluant la méthode sont
donnés en fin de chapitre.

Le travail décrit dans ce chapitre a été ef-
fectué en collaboration avec Bill Triggs et a été
publié dans [192, 193].
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5.1 Introduction

Le probleme de la reconstruction projective a principalement été étudié pour le cas de deux vues
(voir chapitre 4 pour une revue de quelques méthodes) ou de trois vues [81, 162, 175]. Il existe
quelques méthodes pour des séquences d’images que nous passons en revue dans la suite. Grossiere-
ment, on peut distinguer quatre types de méthodes. La plus simple, proposée par Hartley [79], consiste
a reconstruire la structure projective a partir de deux vues et de déterminer les matrices de projection
des autres vues en utilisant les points reconstruits qui sont visibles dans ces vues. Ensuite, les points
non encore reconstruits peuvent étre triangulés.

Mohr et al. et Szeliski & Kang décrivent des méthodes d’ajustement itératif non linéaire (ajuste-
ment de faisceaux) qui prennent en compte toutes les observations [129, 130, 196, 198]. Ce type de
méthode nécessite généralement une bonne initialisation des parametres, ici a la fois de la structure et
du mouvement projectifs. Il semble que pour de courtes séquences d’images, une initialisation ad hoc
peut étre suffisante pour faire converger I’estimation itérative. Le comportement de ce procédé pour
des séquences plus longues n’est pas clair. Un ajustement itératif peut toujours &tre appliqué comme
étape finale de tout algorithme de reconstruction afin d’optimiser le résultat.

Laveau propose de fusionner des paires de reconstructions obtenues a partir de triplets de vues,
en estimant I’homographie entre les nuages de points [109] (voir la section 5.7).

Finalement, il existe des approches récursives de filtrage qui sont initialisées par une reconstruc-
tion a partir de deux ou trois vues [14, 126, 217, 218].

Plus récemment, Heyden a proposé un formalisme qui permet de reconstruire simultanément plu-
sieurs points a partir de plusieurs vues [85, 87]. La clé de ce formalisme est I’affectation de coordon-
nées canoniques a trois points, dans 1’espace (reconstruction) et dans toutes les images. Les matrices
fondamentales et les tenseurs trifocaux prennent alors une forme réduite (« reduced fundamental ma-
trix/tensor »). Les matrices de projection correspondantes dépendent de seulement 5 parametres et il
est possible de les estimer simultanément avec la structure 3D par des méthodes linéaires. Un autre
avantage de cette méthode est qu’elle ne nécessite pas que tous les points soient visibles dans toutes
les vues. Par contre, le résultat est fortement biaisé par le choix des points de référence. En outre,
I’affectation de coordonnées canoniques a ces points se fait par des transformations affines ce qui
peut rendre 1la méthode de résolution mal conditionnée.

En résumé, plusieurs des approches mentionnées ont I’inconvénient de fixer le repere de recons-
truction en privilégiant quelques points ou des vues, auxquels sont associées des coordonnées ca-
noniques. La qualité de la reconstruction dépend de la qualité du repere choisi, par exemple de la
précision de la localisation des projections de 5 points de référence nécessaires pour fixer le repere
projectif 3D. Généralement, on peut dire qu’il n’existe pas de méthode qui prenne en compte toutes
les données (les coordonnées image) simultanément et de maniere unifiée.

De telles méthodes existent pour la reconstruction multi-image supposant un modele de projection
affine ; il s’agit 12 des méthodes de factorisation bien connues de Tomasi, Poelman et Kanade [202,
149]'. Le schéma est simple : les coordonnées de tous les points image sont stockées dans une seule
matrice qui, ce qui est la clé de la méthode, est idéalement de rang 3. Cette contrainte permet de
factoriser cette matrice en deux matrices, I’une contenant les coefficients des matrices de projection,
I’autre contenant les coordonnées des points 3D reconstruits de maniere affine. Ce procédé est décrit
plus en détail en section 5.3.

Dans la suite du chapitre, nous proposons une méthode de reconstruction projective qui applique

1. Une méthode similaire pour la reconstruction affine de droites a été développée par Quan et Kanade [165, 166] ; voir
aussi les méthodes de factorisation incrémentielle de Morita et Kanade [132, 133] et la méthode de Costeira et Kanade [38]
pour des objets avec des mouvements différents.
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le schéma de factorisation aux projections perspectives. La méthode est plus compliquée que dans le
cas affine, parce que des facteurs d’échelle pour les coordonnées image doivent étre déterminés avant
la factorisation. Nous décrivons maintenant brievement le formalisme qui permettra de résoudre ce
probleme.

Dans le cadre d’une étude systématique des relations algébriques entre plusieurs vues, Triggs a
introduit un nouveau formalisme de reconstruction projective [207, 208]. Les coordonnées des projec-
tions d’un point 3D sont regroupées en un seul vecteur de longueur 3m (dans le cas de m projections
perspectives sur des plans), appelé vecteur image composite (« joint image vector ») et apparte-
nant a I’espace image composite (« joint image space »). Pour un ensemble de vues données, les
vecteurs image composite formés des projections de tous les points 3D forment un sous-espace de
I’espace image composite de dimension 4, appelé 1’image composite (« joint image »). Cet espace
est caractérisé par les contraintes d’appariement multi-linéaires entre les vues.

Malheureusement, les facteurs d’échelle des coordonnées homogenes des points image sont per-
dus lors de la projection (les points d’intérét dans I’'image sont donnés en coordonnées non homo-
genes). Un choix arbitraire pour ces facteurs a pour conséquence que les vecteurs image composites
ne se trouvent plus dans I’image composite. Dans ce contexte, la reconstruction projective consiste
a trouver les bonnes échelles pour les coordonnées homogenes des points image afin de placer les
vecteurs image composite dans I’'image composite. Ceci constitue une reconstruction implicite, mais
il est possible d’expliciter la structure en forme de coordonnées tridimensionnelles habituelles.

La méthode de reconstruction projective proposée dans ce chapitre est basée sur ce formalisme. Il
ne sera pas nécessaire de le maitriser pour bien comprendre le fonctionnement de la méthode. L’ étape
essentielle de la méthode est la détermination de facteurs d’échelle pour les coordonnées image,
appelés profondeurs projectives, a partir de matrices fondamentales. Nous montrons que, avec des
profondeurs projectives correctes, la matrice contenant toutes les coordonnées image est de rang 4. La
reconstruction explicite est effectuée par une factorisation de cette matrice en structure et mouvement
projectifs. Donc, notre méthode peut étre considérée comme 1’extension des méthodes de Tomasi,
Poelman et Kanade [202, 149] des projections affines aux projections perspectives.

Organisation de ce chapitre. Nous définissons d’abord le probleme de la reconstruction projective.
En 5.3, nous décrivons la méthode de factorisation pour la reconstruction affine avec des caméras
affines, et nous montrons comment 1’étendre au cas de vues perspectives. En 5.4, nous expliquons
comment déterminer les profondeurs projectives — les facteurs d’échelle qui sont nécessaires pour
pouvoir faire la factorisation. La section 5.5 décrit la méthode compléte de reconstruction projective.
Ensuite, nous discutons de différentes méthodes pour traiter des données incompletes, c’est-a-dire des
points qui ne sont pas vus ou appariés dans toutes les images d’une séquence. Le chapitre se termine
avec des résultats d’expériences utilisant notre méthode de reconstruction, suivis de conclusions.

5.2 Le probléme de la reconstruction projective

La reconstruction projective consiste, comme son nom 1’indique, en la détermination de la struc-
ture projective de la scéne observée, c’est-a-dire de la structure de la scéne a une transformation
projective (inconnue) pres. Elle est possible avec des caméras absolument pas calibrées et sans au-
cune information a priori sur la scéne ou le mouvement des caméras [57, 72]. Généralement, quand
on parle de reconstruction projective, on suppose implicitement qu’aucune de ces informations n’est
disponible. Les seules données sont des correspondances de primitives image. Comme la plupart des
approches existantes, la méthode que nous proposons est congue pour utiliser des points.
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Les seules données pour la reconstruction projective sont donc des points image appariés q;,. Le
probléme de la reconstruction projective est la détermination de matrices de projection (P;), et
de points 3D (Qp),_; qui satisfont I’équation :

V’I:,p H PiQp ~ qip . (5.1)

A I’exception de situations dégénérées (surfaces critiques, plusieurs solutions pour des données mini-
males, caméra stationnaire), il existe une seule famille de solutions satisfaisant 1’équation (5.1). Elles
sont reliées entre elles par des transformations projectives : si {(P;){~;, (Qp);_1 } est une reconstruc-
tion projective, alors, pour toute transformation projective non singuliere T, I’ensemble
{(P;T 1)1, (TQp)7_, } en est aussi une.

En présence de bruit affectant la position des points image, une solution exacte n’est normalement
pas possible et il faut définir un criteére selon lequel on peut déterminer une reconstruction optimale.
Le critere généralement admis est la minimisation de la somme des carrés des distances entre les
points reprojetés et ceux mesurés. Il s’agit du critere de maximum de vraisemblance sous hypothese
d’un bruit gaussien (voir 3.7). L’utilisation de ce critére engendre une formulation non linéaire de
la fonction de cofit a minimiser et ’estimation se fait avec des algorithmes numériques adéquates.
Il s’agit d’'une méthode standard, introduite par Mohr et al. [129, 130], qui est la spécialisation de
I’ajustement de faisceaux au cas non calibré. Le probléme habituel des méthodes d’optimisation non
linéaire est le besoin d’une bonne initialisation des parameétres. La recherche se concentre donc sur le
développement de méthodes ne nécessitant pas une telle initialisation, qui sont sous-optimales mais
qui fournissent un bon point de départ pour une éventuelle phase d’optimisation.

Nous proposons dans la suite une méthode de reconstruction projective qui prend en compte
simultanément toutes les données et qui ne s’appuie pas sur une préférence de quelques vues ou
points pour fixer le repere projectif de reconstruction.

5.3 Reconstruction par factorisation

5.3.1 Cameéras affines

La reconstruction 3D par factorisation a été introduite par Tomasi et Kanade, dans le cas d’une sé-
quence d’images orthographiques [202] (voir aussi I’approche contemporaine de Debrunner et Ahuja
[43]). Le principe de leur méthode est tres simple ; considérons 1’équation de projection réduite d’une

caméra affine (cf. 2.2.3.1):
Qip _ P; 0 Qp
1 o 1 1)

ol q;p et Q, sont les coordonnées non homogenes des points image et 3D respectivement 2, et P; est
une matrice de projection de dimension 2 x 3. On peut regrouper les projections de n points dans m
vues dans une seule grande équation matricielle :

q11 Q12 - din P1
g21 Q22 - dQon Py

w=1| | o . = . (Q Q - Qn),,,
Qmi 9dm2 “*° dmn 2mxn M/ 29mx3

2. Afin d’obtenir I’équation de projection réduite, les points dans chaque image et les points 3D doivent étre transformés
tels que leurs centres de gravité se trouvent a 1’origine des repeéres correspondants.
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La matrice W est appelée la matrice des mesures parce qu’elle contient toutes les données — les
coordonnées des points image. W est le produit de la matrice de projection composite et de la matrice
de structure composite, toutes deux de rang au plus 3 (ayant seulement 3 colonnes ou 3 lignes). Par
conséquent, W est aussi de rang au plus 3. C’est I’observation clé pour la méthode de reconstruction
proposée. Considérons une décomposition en valeurs singulieres de W :

W = U2mxn2nxnv;zr><n ’
ou X est la matrice diagonale des valeurs singulieres dont au plus 3 sont non nulles. Si I’on recompose
W par multiplication des matrices du c6té droit de I’équation précédente, il y a donc seulement 3
colonnes de U et 3 lignes de VT qui interviennent dans les calculs (voir aussi la figure 5.1). Soient
U’ et V'T les matrices composées de ces colonnes ou lignes et ¥’ la matrice diagonale des 3 valeurs
singulieres non nulles. On observe alors 1’égalité suivante :

T
3xn -

! ! !
W = UsnxsizxsV
Soit ¥/ = X"¥" une décomposition quelconque de ¥'. Alors, avec les matrices U” = U'Y" et
VT — 5T nous avons :

" nT

W = UjmxsV3xn -

Cette équation signifie que U” et VT constituent une reconstruction admissible de la sceéne : U” joue
le role de matrice de projection composite et V" T celui de matrice de structure composite. Cette
interprétation est admissible puisque la reprojection des points 3D reproduit les points image (qui

sont contenus dans W). La reconstruction n’est qu’affine puisque, pour toute transformation Tgyx3
non singuliere, U T~ et TV"" interprétent aussi bien les données.

w = u Y vT = 3 v

.
F1G. 5.1: Principe de la factorisation. La matrice W est de rang 3 ce qui se manifeste par I’existence
de seulement trois valeurs singuliéres non nulles (s1, so et s3). Les parties ombrées des matrices U, X
et VT sont donc « inutiles ».

Jusqu’ici nous n’avons pas parlé de bruit dans les coordonnées image. En présence de bruit, la
matrice des mesures ne sera plus de rang 3, mais généralement de rang plein. Pour combattre le bruit,
on détermine alors une matrice W de rang 3 qui approche bien la matrice des mesures W. Ensuite on
peut factoriser W comme décrit ci-dessus.

En pratique, la détermination de W et sa factorisation se font en une seule étape : on effectue une
décomposition en valeurs singulieres de W et on annule toutes les valeurs singulieres sauf les trois
plus grandes. On retient seulement les colonnes et lignes de U et VT associées a ces trois valeurs
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singuliéres. Si I’on multiplie les matrices U” et VT obtenues, on obtient la matrice W de rang 3, qui
approche au mieux W, au sens de la norme spectrale [68] et méme de la norme de Frobenius [168] :

W= argmin [|W—W|p .
W/, rang(W')=3

Ce constat signifie que la reconstruction {(P;), (Q,)} obtenue en factorisant W, est optimale, au sens
du critere des erreurs de reprojection (voir la section 3.7), puisque ||[W—W|[p = =,  d(qp, Pi Q,)>.

5.3.2 Cameéras perspectives

Nous considérons maintenant le cas des caméras perspectives, ol 1I’équation de projection prend
la forme :

)\ipch'p = PiQp .

Contrairement au cas affine, nous ne pouvons pas €liminer les facteurs d’échelle A;;,. En pratique,
les points extraits d’'une image sont donnés en coordonnées non homogenes, c’est-a-dire implicite-
ment multipliées avec un scalaire tel que la troisieme coordonnée est égale a 1; donc, le « vrai »
facteur d’échelle n’est pas mesurable. Nous allons appeler les facteurs d’échelle inconnus A;;, les
profondeurs projectives?. Ce nom a été choisi parce que ces facteurs contiennent toute 1’informa-
tion nécessaire pour la reconstruction projective. Leur détermination est en effet équivalente a une
reconstruction projective dans le formalisme de 1I’image composite [207, 208].

Les profondeurs projectives sont liées aux « vraies » profondeurs comme suit. Si Q,, et q;, sont
représentés en coordonnées étendues (1 comme derniere coordonnée) et si P; est normalisée tel que
le sous-vecteur (P, , Pi,,, Pj,,) est unitaire, alors la profondeur projective A, est la vraie profondeur
de Qp, c’est-a-dire sa distance du plan focal de la caméra.

L’ensemble des équations de projection peuvent étre regroupées en une seule équation matricielle
de dimension 3m X n:

Aidir A12qi2 ccr ApQin Py
A21Q21  A22d22 -t A2pQap P

W= : : , : =1 . Q Q -+ Qn),.,
/\mIle )\mZCI'mQ )\anmn 3ImXn Pm 3mx4

(5.2)

En analogie au cas affine, nous appelons W la matrice des mesures, bien qu’elle contienne les fac-
teurs d’échelle \;; qui ne sont pas mesurés. Il est clair que W est de rang au plus 4. Ceci n’est pourtant
vrai que si les profondeurs projectives correctes sont utilisées. Malheureusement, les A, sont perdues
lors de la projection et regrouper les coordonnées image étendues (1 comme 3€ coordonnée) résulte
en une matrice W qui est généralement de rang plein et ne permet pas sa factorisation en mouvement
et structure.

Si nous étions capables de déterminer les profondeurs projectives correctes, nous pourrions cons-
truire une matrice des mesures avec des coordonnées image correctement échelonnées, qui sera de
rang 4. Ensuite, la structure 3D de la scéne et le calibrage projectif des caméras peuvent étre déter-
minés par le méme schéma de factorisation que pour la caméra affine. Dans le cas présent, on obtient

3. Cette désignation n’a pas le méme sens que les « profondeurs projectives » de Shashua, qui sont des birapports le
long de rayons de projection [174].
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une factorisation W = U%§,__ V" 4T><n qui est définie a une transformation projective 4 x 4 pres : pour

toute transformation T non singuliére, la factorisation W = (U”T~1)(TV”T) est aussi valable. Donc,
la reconstruction obtenue par factorisation est une reconstruction projective.

Contrairement au cas de la factorisation affine, la reconstruction projective ne minimise pas les
erreurs de reprojection et n’est donc pas optimale au sens de ce critere. La raison en est que la matrice
W contient les coordonnées homogeénes des points image, donc ce qui est minimisé est la somme
des différences au carré des coordonnées homogenes, entre points mesurés et reprojetés. Ceci ne
correspond pas a la distance géométrique. Les expériences montrent quand méme un comportement
tres stable et des résultats précis, si des coordonnées normalisées sont utilisées (voir 5.5.1).

Dans le paragraphe suivant, nous décrivons une méthode d’estimation des profondeurs projectives
a partir de matrices fondamentales et d’épipdles, qui, eux, sont estimés a partir des données image.

5.4 Détermination des profondeurs projectives

Nous décrivons comment les profondeurs projectives introduites dans le paragraphe précédent
peuvent étre déterminées a partir des tenseurs d’appariement, spécialement des matrices fondamen-
tales et des épipoles. Notons d’abord qu’il n’y a pas un choix unique pour les mn profondeurs pro-
jectives : individuellement, les profondeurs projectives sont arbitraires, puisqu’elles dépendent des
facteurs d’échelle des P; et Qp, qui eux sont arbitraires puisqu’il s’agit d’entités homogenes. Pour-
tant, une fois ces m + n facteurs d’échelle choisis, les mn profondeurs projectives sont fixées. Donc,
prises dans leur ensemble, les profondeurs projectives ne sont pas arbitraires, mais doivent étre cohé-
rentes et contiennent donc réellement de I’information.

Réciproquement, il y a m +n — 1 degrés de liberté dans la détermination des profondeurs projec-
tives. Considérons I’équation (5.2) : multiplier toutes les profondeurs associées aux images d’un point
Q, par le méme scalaire a pour effet de multiplier les coordonnées de Q,, par ce scalaire. De maniére
analogue, multiplier le triplet de lignes de W associé a une vue 4 par un scalaire revient a multiplier la
matrice de projection P; par le méme scalaire. Donc, les profondeurs projectives peuvent étre détermi-
nées modulo des rééchelonnements vue-par-vue (triplets de lignes de W) et point-par-point (colonnes
de W). Cette liberté est utilisée pour améliorer la stabilité numérique de la factorisation (voir 5.5.2).

Nous décrivons maintenant des relations entre des matrices fondamentales, des épipdles, des
points image et des profondeurs projectives, qui permettent de calculer ces dernieres. L' équation de
projection \;,q;p = P;Q, implique que la matrice 6 x 5:

( P; ‘)‘ipqip )
Pj | AjpQip

est de rang au plus 4 (voir aussi la discussion dans 2.4) :

(5 1) -(5 B)- ()

Pi | Aipp Pi |PiQp Pj e
Donc, tous ses mineurs 5 x 5 s’annulent. En développant les mineurs par leurs éléments de derniere
colonne, nous obtenons des équations homogenes et linéaires par rapport aux composantes de A;pQp
et A\jpq;p- Les coefficients de ces équations sont des déterminants 4 x 4 d’ensembles de lignes des
matrices de projection. Ces déterminants, avec un certain choix de facteurs d’échelle relatifs, se ré-

velent n’étre rien d’autre que les coefficients de la matrice fondamentale et des épipdles des deux
vues considérées [62, 208]. Concretement, si (abc) et (a'd’c’) sont des permutations paires de (123)
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et si p? désigne la a® ligne de P;, nous avons :
'3 (2

o P
p? P;
[Fz'j]aa/ = pg_' [eij]a = pﬁ (5.3)
J, i
P;j P;

L’application de ces relations aux 3 mineurs de 2 lignes de I'image ¢ et 3 lignes de I’'image j résulte
en la relation :

(Fijjp) Ajp = (€5 A Qip) Aip - (5.4)
Cette relation n’exprime, tout d’abord, rien d’autre que la contrainte épipolaire. Pourtant, si les pro-
fondeurs projectives correctes sont utilisées, 1’équation (5.4) est non seulement valable & un facteur
multiplicatif pres, mais elle devient aussi une égalité exacte. C’est ce nouveau résultat qui permet
de déterminer les profondeurs projectives a partir des matrices fondamentales et des épipdles. Des
résultats analogues pour des tenseurs d’appariement d’ordre supérieur sont donnés dans [207].

Notre stratégie pour la détermination des profondeurs projectives est relativement simple. L’ équa-
tion (5.4) relie les profondeurs projectives des projetés d’un point 3D vus dans deux images. Ayant
estimé un nombre suffisant de matrices fondamentales et d’épipdles, nous pouvons établir un systeéme
d’équations linéaires homogenes qui permettent de trouver 1’ensemble complet des profondeurs pro-
jectives d’un point 3D, a un facteur global pres. Il faut un minimum de m — 1 matrices fondamentales
qui relient les m images en un graphe connecté (voir des exemples dans la figure 5.2). Si d’autres
matrices fondamentales sont disponibles, les équations deviennent redondantes ce qui, a priori, ap-
porte une plus grande robustesse. A la limite, toutes les m(m —1)/2 matrices fondamentales et toutes
les m(m — 1) équations pourraient &tre utilisées pour trouver les m profondeurs inconnues, mais
ceci serait coliteux en temps de calcul et de toute facon non réalisable avec des séquences d’images
réalistes.

Actuellement, nous considérons deux facons d’utiliser un nombre minimal d’équations (5.4). Les
images sont traitées de maniere séquentielle ou parallele, c’est-a-dire que nous utilisons les paires
d’images (1,2),(2,3),... ,(m — 1,m), ou bien (4,1), (%,2),... , (4, — 1), (4,4 + 1),... , (i,m),
ou I’image ¢ peut par exemple étre choisie comme 1’image au milieu de la séquence (voir la figure
5.2). Ces approches ne sont probablement pas les plus robustes possibles, mais elles permettent de
déterminer les profondeurs projectives de maniere triviale, en résolvant m — 1 équations de maniere
récursive.

On commence par ’affectation d’une valeur arbitraire a une des profondeurs projectives, par
exemple Ai;, = 1 (rappelons que les profondeurs projectives associées aux projetés d’un point 3D
sont définies a un facteur global pres). Ensuite, les autres profondeurs projectives associées au point
Q, peuvent étre déterminées une-par-une en résolvant I’équation (5.4) aux moindres carrés :

-
_ (e Aaip) (Fijqjp)
Aip = 5 Ajp - (5.5)
lles; A ipll
Si I’on veut utiliser plus que le nombre minimal d’équations (5.4) nécessaires pour déterminer
les profondeurs projectives, il faut prendre en compte les relations quadratiques qui existent entre les
matrices fondamentales « redondantes » [207]. Considérons un petit exemple ou les trois équations
associées a trois images sont utilisées (nous omettons ’indice p):
(Fiaq2) A2 = (ennAdqi) M
(Fazqz) A3 = (e Aq2) A
(Faiai) M1 = (est Aqs)As -
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(a) Schéma séquentiel. (b) Schéma parallele.

F1G. 5.2: Deux possibilités pour I’enchainement des équations de détermination des profondeurs
projectives.

A priori, les matrices fondamentales et les épipoles sont définis seulement a des facteurs d’échelle
individuels pres. Pourtant, des facteurs d’échelle arbitraires prohibent en général une solution cohé-
rente pour les A;. Avant d’utiliser des équations redondantes, il est donc indispensable de choisir des
facteurs d’échelle cohérents pour les matrices fondamentales et les épipoles. Leur détermination peut
étre basée sur les relations quadratiques entre les tenseurs d’appariement (pour plus de détails voir
[207]).

Méme si seules des équations non redondantes sont utilisées, les facteurs d’échelle des F;; et
€;; ont un impact sur I’ordre de grandeur des profondeurs projectives, ce qui devient €vident en
regardant I’équation (5.5). Avec des échelles mal équilibrées pour les matrices fondamentales et les
épipdles, les profondeurs projectives peuvent prendre des valeurs extrémement grandes ou petites lors
de I’enchainement récursif des équations. Théoriquement, ceci ne constitue pas un probleme mais
la phase de factorisation numérique pour la reconstruction explicite peut devenir mal conditionnée.
Pour éviter cette situation, nous équilibrons les profondeurs projectives avant la factorisation, par
des multiplications scalaires vue-par-vue respectivement point-par-point, ainsi profitant des degrés
de liberté¢ dans la détermination des profondeurs projectives, décrits au début de cette section. Ce
processus d’équilibrage est décrit en 5.5.2.

5.5 Une méthode de reconstruction projective multi-image basée sur la
factorisation

Nous avons développé un algorithme pratique pour la reconstruction projective multi-image, basé
sur les observations faites dans les sections précédentes. A coté des deux étapes principales, la dé-
termination des profondeurs projectives et la factorisation de la matrice des mesures, des procédures
numériques sont incorporées a I’algorithme, qui augmentent considérablement la stabilité et la pré-
cision des résultats. Nous décrivons d’abord ces dernieres, avant de donner le schéma complet de
I’algorithme.

5.5.1 Normalisation des coordonnées image

Afin d’obtenir un bon conditionnement numérique, nous travaillons avec des coordonnées norma-
lisées, comme Hartley I’a proposé pour I’estimation de la matrice fondamentale [71]. Cette normali-
sation consiste a appliquer une similitude T; a toute image ¢ telle que les points image transformés
soient centrés autour de 1’origine et que leur distance moyenne a 1’origine soit égale 4 /2. Concre-
tement, les transformations sont réalisées par la composition d’une translation et d’'un changement
d’échelle. Cette normalisation a, comme effet, un équilibrage des ordres de grandeur des coordonnées
image — au lieu d’avoir des coordonnées homogenes de 1’ordre (O(100),0(100),1)T (la notation O



84 CHAPITRE 5. RECONSTRUCTION PROJECTIVE MULTI-IMAGE

indique un ordre de grandeur), un point typique normalisé aura des coordonnées (O(1),0(1),1)7.
Ainsi, les éléments de la matrice des mesures seront, en moyenne, d’ordres de grandeur similaires, ce
qui améliore le conditionnement numérique de cette dernicre et stabilise sa factorisation.

Toutes les étapes de 1’algorithme sont effectuées en coordonnées normalisées. Comme nous cal-
culons les mouvement et structure projectifs correspondants aux pomts image transformés, Tzqu,
nous devons « dé-normaliser » les matrices de projection P estimées : P’ =T, 1P Les P' et Qp
représentent alors les mouvement et structure projectifs correspondants aux pomts image originaux
Qip-

Nos expériences montrent que cette simple normalisation améliore de maniere tellement drastique
les résultats de la reconstruction projective, qu’elle devient une partie indispensable de 1’algorithme.

5.5.2 Equilibrage de la matrice des mesures

Considérons la factorisation de la matrice des mesures rééchelonnées W :

A1l A12qi2 o ApQin El

A21q21 A22Q22  tt A2pQap, Pa ~ o~ .
-1 S = (@ @ e Qi)

Amlqml )\m2 qQm2 Amnqmn /Fsm

La multiplication de la colonne p de W avec un scalaire non nul v, correspond a (ou implique) la
multiplication de Qp avec le méme facteur. De maniere analogue, multiplier les lignes associées a la
vue 7 (les lignes (37 — 2,37 — 1, 3¢)) avec un scalaire non nul p; correspond a multiplier la matrice de
projection ﬂ avec ;. Donc, des opérations d’équilibrage point-par-point et vue-par-vue appliquées
a W, n’affectent pas la reconstruction projective obtenue.

Cette considération n’est valable qu’en absence de bruit. En présence de bruit dans les coordon-
nées image, W ne sera qu’approximativement* de rang 4. Les opérations décrites ci-dessus, vont
effectivement affecter les résultats de la factorisation et nous pouvons donc essayer de profiter des de-
grés de liberté qui nous sont donnés via les facteurs d’échelle arbitraires des |/5Z et Qp, afin d’améliorer
le conditionnement numérique de la factorisation de W ou de répartir les effets du bruit. En appliquant
le schéma itératif suivant, que nous appelons équilibrage, nous essayons d’amener les éléments de W
a un ordre de grandeur commun.

Algorithme : Equilibrage de la matrice des mesures

1. Multiplier chaque colonne p de W par un v, tel que ZZ L (rpWip)? = 1.

2. Multiplier chaque triplet de lignes (3¢ — 2,37 — 1,3i) par un p; tel que
Zp 121 =3i— 2(Hlep)2 =1

3. Sile changement des éléments de W est important, répéter les étapes 1 et 2.

En pratique, une ou deux itérations sont suffisantes.

Nous avons décrit I’équilibrage de la matrice W entiere. En effet, puisque les coordonnées image
qip sont déja normalisées, il serait suffisant d’équilibrer seulement la matrice m X n des profondeurs
projectives, (Asp).

4. Nous parlons du rang numérique ici.
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5.5.3 Algorithme complet

Algorithme : Reconstruction projective par factorisation

1. Normalisation des coordonnées des points image, par application de similitudes T;.

2. Estimation des matrices fondamentales et des épipdles (nous utilisons 1’algorithme
de 8 points [71]).

3. Détermination des profondeurs projectives \;, a I’aide de 1’équation (5.5).

4. Construction de la matrice des mesures W contenant les coordonnées image ré-
échelonnées.

5. Equilibrage de W par des multiplications scalaires colonne-par-colonne et par tri-
plets de lignes.

6. Factorisation :

(a) Décomposition en valeurs singulieres de W: W = UZVT.

(b) Annulation des valeurs singulieres a I’exception des 4 plus grandes. Soient X’ la
matrice diagonale de ces 4 valeurs, U’ et V/ T Jes sous-matrices des 4 premieres
colonnes de U et VT,

(c) Extraction des matrices composites de projection et de structure :
P=US"etQ="5"V",ouX"S" est une décomposition quelconque de .

7. Dé-normalisation : adaptation des matrices de projection pour défaire la normalisa-
tion effectuée en 1’étape 1 (multiplication de gauche par Ti_l).

5.6 Traitement de données incomplétes

L’un des problemes majeurs des méthodes de factorisation apparait quand les données sont in-
completes, dii, dans notre cas, a des points non visibles ou non détectables dans quelques vues ou dii
a I’échec de I’appariement. Dans ce cas, les entrées concernées de la matrice des mesures ne sont pas
définies et la décomposition en valeurs singulieres ne peut pas €tre appliquée directement. Ce pro-
bleme ne semble pas avoir de solution simple et les méthodes proposées dans la littérature ont toutes
des inconvénients prononcés. Nous décrivons, dans la suite, trois méthodes différentes apportant des
solutions a ce probleme.

Dans la section suivante, nous proposons une approche de reconstruction a partir de longues
séquences d’images qui peut traiter des données incompletes. Nous appliquons une autre approche
que celles présentées dans la suite.

Hallucination. Tomasi et Kanade, dans [202], proposent une méthode qu’on pourrait appeler « hallu-
cination ». Le principe est simple : la factorisation est initialement effectuée pour une sous-matrice
sans données manquantes. Ceci résulte en la reconstruction de quelques points et la détermination
des matrices de projection de quelques vues. L’information récupérée est ensuite propagée vue-par-
vue respectivement point-par-point, tout en remplissant les « trous » de la matrice des mesures, par
reprojection virtuelle de points reconstruits dans les vues ou il n’y a pas d’observation de ces points.



86 CHAPITRE 5. RECONSTRUCTION PROJECTIVE MULTI-IMAGE

Le choix de la sous-matrice factorisée initialement peut étre crucial pour le succes de la méthode.
Idéalement, la sous-matrice sans données manquante la plus grande (par rapport au nombre de vues
et au nombre de points) devrait étre choisie, mais ceci représente un probleme NP-complet [102].
La méthode propage potentiellement les erreurs de la factorisation initiale et il n’est pas clair qu’un
ajustement non linéaire final puisse converger vers une solution globalement optimale.

Analyse en composantes principales de données incomplétes. Cette méthode, initialement propo-
sée indépendamment d’applications en vision par Wiberg [225], a été appliquée par Shum et al. pour
la modélisation d’objets composés de facettes planes a partir d’images de profondeur (range images)
[176, 177]. La formulation originale du probleme de factorisation est bilinéaire (voir I’équation (5.2)),
donc linéaire par rapport a chacun des deux ensembles d’inconnues, mouvement et structure. Etant
donné le mouvement ou la structure, I’ensemble complémentaire d’inconnues peut étre déterminé par
une estimation aux moindres carrés linéaire. L’absence de données ne pose évidemment pas de pro-
bleme ici. La méthode compléte consiste a estimer la structure puis le mouvement alternativement,
jusqu’a convergence (plusieurs critéres de convergence sont imaginables). Shum et al. montrent dans
[176, 177] comment inclure des incertitudes sur les mesures.

Cette méthode nécessite I’initialisation de ’'un des ensembles d’inconnues, celui du mouvement
ou celui de la structure. Ce probleme n’est pas bien discuté dans [176, 177] et il n’est pas facile de
savoir comment les auteurs ont procédé lors de leurs expériences. Si I’on suppose que I’on dispose
d’une initialisation d’un ensemble d’inconnues, pourquoi alors ne pas simplement utiliser, apres avoir
estimé linéairement 1’autre partie des inconnues, une méthode non linéaire qui estimera simultané-
ment les inconnues, au lieu de procéder par des itérations linéaires ? Shum et al. donnent comme
argument contre une méthode non linéaire le nombre élevé d’inconnues. Cet argument n’est pas tou-
jours justifié, puisque souvent le nombre d’inconnues est dominé par un des deux ensembles et donc
la somme des inconnues n’est pas beaucoup plus grande que le nombre des inconnues de I’ensemble
dominant. Un autre argument est la structure moins complexe de la formulation linéaire par rapport a
un algorithme non linéaire, ce qui facilite son implémentation.

Des approches similaires sont les méthodes itératives pour I’estimation de la position ou la re-
construction euclidienne calibrée proposées par Dementhon et Davis [45] et étendues par Horaud,
Christy et al. [36, 94].

L’approche de Jacobs. Récemment, Jacobs a présenté une méthode d’estimation d’un modele li-
néaire avec des données incompletes [102]. Nous décrivons brievement le principe de cette approche.
Le probleme est de déterminer une matrice W de rang r qui approche au mieux une matrice W don-
née, dont des éléments peuvent étre bruités ou méme manquants. Les colonnes de Y peuvent étre
considérées comme les coordonnées de points dans un espace de dimension m. Le probleéme posé
peut donc étre vu comme la recherche d’un sous-espace £ de dimension 7 de cet espace de colonnes,
qui approche au mieux les colonnes données de la matrice W. En I’absence de bruit, tout r-uplet de
colonnes de W sans élément manquant constitue généralement une base de L. Si parmi les 7 colonnes
il y en a avec des éléments manquants, ce n’est plus le cas. Remplir les éléments manquants avec
toutes les valeurs possibles résulte en un espace engendré des colonnes complétées, de dimension su-
périeure a r, mais contenant £. L’intersection d’un nombre suffisant de tels espaces engendrés par des
r-uplets de colonnes de W est alors le sous-espace L cherché de dimension r. Pour combattre 1’effet
du bruit dans les données, on doit prendre en compte plus que le nombre minimal de r-uplets pour
déterminer L. Pour déterminer I’intersection d’espaces décrite ci-dessus, Jacobs propose de calculer
le complément de I’espace engendré par les compléments des espaces de départ. Le complément d’un
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espace qui est représenté par des vecteurs de base peut étre calculé par une décomposition en valeurs
singulieres de la matrice contenant ces vecteurs.

Cette méthode est assez élégante et la seule parmi les trois décrites ayant simultanément deux
caractéristiques désirées : prise en compte simultanée de toutes ou au moins de beaucoup de données
et aucun besoin d’initialisation. Pourtant, le grand inconvénient est sa complexité — la détermination
du complément décrite ci-dessus se fait par une décomposition en valeurs singulieres d’une matrice
qui, en général, est beaucoup plus grande que la matrice de départ W. Soient m X nr les dimensions
de W et supposons que p% de ses éléments sont non occupés et que ces €léments sont dispersés
sur la matrice de maniére uniforme. Pour chaque r-uplet de colonnes, on va rajouter en moyenne
m—7—m(l—(1—-p)") = m(l—p)" —r colonnes a la matrice & décomposer. La prise en
compte de chaque colonne dans exactement un r-uplet signifie qu’il faut décomposer une matrice de
mn(1l — p)" — rn colonnes ! Par exemple, considérons une matrice de mesures pour 100 vues et 500
points, dont 30 % des éléments sont non occupés. Au lieu de factoriser une matrice des dimensions
300x 500, on a a faire avec une des dimensions 300 x O(8500). Seulement si le taux de non occupation
dépasse les 60 %, la matrice sera plus petite que 1’originale. Ce compte n’est certainement pas tout a
fait réaliste, mais il reflete I’ordre de grandeur du probleme. De toute facon, en pratique, les « trous »
dans la matrice W seront assez regroupés (des points non visibles dans des vues voisines). Dans ce
cas, notre calcul n’est qu'une sous-estimation de la taille du probleme. Il faut donc clairement avoir
de bonnes heuristiques pour le choix des colonnes.

Une autre complication, en rapport avec notre méthode de reconstruction, réside dans la détermi-
nation des profondeurs projectives. L’absence de points image dans une ou quelques vues nécessite
de pouvoir « sauter » par dessus ces vues et pour ce faire, de calculer des matrices fondamentales
entre des vues éventuellement éloignées. Ce probléme ne se pose pas avec la factorisation affine.

5.7 Reconstruction a partir de longues séquences d’images

Nous décrivons brievement une implémentation récente d’une méthode de reconstruction projec-
tive a partir d’une longue séquence d’images. Elle est essentiellement basée sur notre méthode de
factorisation. La méthode est congue pour faire face a un probléme majeur avec de longues séquences
d’images, c’est-a-dire le probleme de données incomplétes, ol les points ne sont pas visibles dans
toutes les vues. Il s’agit de combiner des méthodes existantes de maniere appropriée.

Bien souvent, les images sont prises lors d’un mouvement continu d’'une caméra ce qui veut dire
que des images consécutives dans la séquence sont prises de points de vue proches. Nous pouvons
alors supposer que les images de la séquence sont ordonnées. Ainsi, il existe des sous-séquences
suffisamment courtes pour pouvoir appliquer la factorisation, qui contiennent un ensemble de points
communs. Ceci nous permet d’appliquer avec succes notre méthode de factorisation pour des sous-
séquences d’images, en n’utilisant que les points communs aux images traitées.

Le schéma global de la reconstruction de la séquence d’images entiere est le suivant. La recons-
truction est d’abord effectuée pour des sous-séquences en utilisant la méthode de factorisation. Ceci
donne de bons résultats localement. Ensuite, nous fusionnons des reconstructions projectives deux-
par-deux, de maniere hiérarchique. Des étapes d’optimisation non linéaire intermédiaires permettent
de stabiliser la fusion des reconstructions. En cours de la fusion, nous intégrons les points qui n’ont
pas été reconstruits par factorisation puisqu’ils n’ont pas été visibles dans toutes les vues d’une sous-
séquence. Le résultat final sera une reconstruction projective de toute la séquence.

Une approche similaire a déja été décrite par Laveau [109]. Il ’homographie entre deux recons-
tructions ayant des points en commun, afin de les fusionner, et des procédures d’optimisation pour
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augmenter la précision de la reconstruction globale. La différence principale est que nous initialisons
la reconstruction a partir de plusieurs images tandis que Laveau en utilise trois a la fois. Aussi, nous
appliquons la fusion de maniere récursive a travers plusieurs niveaux ce qui nous permet de traiter
des séquences d’images tres longues (cf. les expériences préliminaires rapportées dans le paragraphe
5.8.2).

Notre approche combine les méthodes suivantes.

> Reconstruction projective par factorisation. Ceci sert a initialiser la reconstruction pour des
sous-séquences.

> Calcul de 'homographie 4 x 4 entre deux reconstructions projectives. Cette homographie per-
met de fusionner les deux reconstructions. Ensuite, nous transformons les points de la deuxieme
reconstructions dans le repere de la premiere. Les points qui sont contenus dans les deux re-
constructions sont laissés a la position donnée par la premiere reconstruction.

Nous avons implémenté trois méthodes pour le calcul de I’homographie, dont deux sont li-
néaires. La premiere méthode linéaire minimise la différence des coordonnées des points 3D
correspondants. Ceci n’est pas une distance géométrique et les résultats avec cette méthode sont
assez mauvais.

La deuxieme méthode linéaire minimise I’erreur de reprojection apres transformation du deuxieme
des points 3D dans le repere de la premiere reconstruction. La reprojection est effectuée seule-
ment en utilisant les matrices de projection associées a la premiere reconstruction. Ainsi, la
méthode n’est pas « symétrique ». Nous effectuons la méthode dans les deux directions et
retenons 1’homographie qui donne I’erreur de reprojection globale minimale.

La troisieme méthode minimise I’erreur de reprojection globale, ou I"homographie est appli-
quée dans les deux sens. Ceci requiert la paramétrisation de I’inverse de I’homographie. Nous
avons implémenté une approximation au premier ordre de I’inverse. Cette méthode effectue une
minimisation non linéaire, que nous initialisons avec le résultat de la deuxieme méthode. Nous
avons constaté en pratique que le résultat de la deuxieme méthode constitue un minimum local
pour la troisieme méthode et le résultat n’est pas amélioré par la minimisation globale.

> Optimisation non linéaire sur les matrices de projection et les points 3D. Nous avons implé-
menté un algorithme de type ajustement de faisceaux, basé sur une méthode numérique si-
milaire a Levenberg-Marquardt [160]. Incorporé dans 1’algorithme est un mécanisme de rejet
d’erreurs grossieres. Si la fonction de cofit (erreur de reprojection) n’atteint pas un certain seuil
apres plusieurs itérations, nous calculons le résidu pour chaque point image et enlevons tous les
points image dont le résidu est grand. Le choix du seuil dépend de la précision de I’extraction
des points dans les images, qui est en général connue approximativement.

> Triangulation de points. Ceci sert a reconstruire les points qui n’ont pas été reconstruits par
factorisation ou qui ont été éliminés de 1’optimisation non linéaire puisque les résidus de tous
les points 2D correspondants ont été trop grands.

Nous combinons ces outils de base pour former deux « méta-outils » :
Initialisation Nous effectuons les étapes suivantes.

1. Factorisation.

2. Optimisation non linéaire.
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3. Triangulation.

4. Deuxieme optimisation non linéaire.
Fusion Nous effectuons les étapes suivantes.

1. Calcul de I’homographie et transformation des reconstructions dans un repére commun.
2. Optimisation non linéaire.
3. Triangulation.

4. Deuxieme optimisation non linéaire.

Ces deux procédures peuvent tre combinés de beaucoup de fagons différentes. Un mécanisme
de décision automatique prendra en compte plusieurs facteurs : le nombre de points communs entre
des vues consécutives, les nombres minimal et maximal de vues qui donnent de bons résultats pour
la factorisation, le nombre minimal nécessaire pour un calcul stable de I’homographie...

Nous n’avons pas encore mis au point un tel schéma automatique, mais le schéma ad hoc que nous
avons appliqué pour nos expériences, n’a posé aucun probleme. Nous avons initialisé la structure pour
des blocs de 20 images. Souvent, il est conseillé de choisir des blocs contenant des images communes.
Pourtant, dans les séquences que nous avons traitées, les points sont visibles dans toutes les vues.
Ainsi, nous prenons des blocs sans superposition (les blocs des images 1 — 20, 21 — 40, 41 — 60, etc.).
Les reconstructions sont ensuite fusionnées selon un schéma d’arbre binaire, jusqu’a ce qu’on arrive
a la reconstruction qui prend en compte toute la séquence d’images.

Ce schéma pour la reconstruction projective a partir de longues séquences d’images est provisoire
et certainement pas optimal, mais il constitue une premicre étape de développement de méthodes
plus sophistiquées. Des résultats d’expériences préliminaires sont rapportés dans la section suivante.
Dans les séquences traitées tous les points sont visibles dans toutes les vues. Ainsi, ces séquences ne
constituent pas un test tres sérieux de la méthode. Pourtant, avec 181 images, ’'une des séquences est
suffisamment longue pour que la reconstruction ne soit pas une affaire triviale.

5.8 Expériences

5.8.1 Expériences sur des données synthétiques

Nous avons conduit un certain nombre d’expériences sur des données synthétiques afin de quan-
tifier la performance de I’algorithme. Trois configurations ont été testées (cf. la figure 5.3):

> une caméra effectuant des mouvements latéraux par rapport a I’objet a reconstruire ;
> une caméra se dirigeant droit vers I’objet ;
> une caméra tournant autour de I’objet tout en le fixant.

La configuration 2 est connue pour étre mal conditionnée pour la reconstruction : la détermination
de la profondeur des points proches de la droite de mouvement est trés sensible au bruit dans la
position des points image. Dans ce cas, notre méthode fournit aussi de mauvais résultats.

Pour la configuration 3, le mouvement de la caméra acheéve un quart de cercle autour de 1’objet.
Pour chaque expérience, la longueur des trajectoires pour les deux autres configurations est toujours
égale a la longueur de I’arc de mouvement de la configuration 3. Les m points de vue pour chaque
séquence sont répartis de maniere uniforme le long de la trajectoire.
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F1G. 5.3: Les configurations pour les simulations.

La matrice des parameétres intrinséques pour toutes les caméras est donnée par diag(1000, 1000, 1).
L’objet est constitué de 50 points, distribués de maniere uniforme dans une sphere de rayon 100 uni-
tés. Afin de créer des effets perspectifs importants, la distance entre la caméra et le centre de la sphere
objet est égale a 200 unités (pour la configuration 2, c’est la distance de la caméra la plus proche a
I’objet — la vue m dans la figure 5.3 (b)).

Pour chaque configuration, I’expérience suivante est effectuée 50 fois.

1. Création aléatoire de 50 points dans la sphere objet.

2. Projection des points objet dans les 7 images.

3. Perturbation des coordonnées image par un bruit gaussien de variance 0.0, 0.5,1.0,1.5 ou 2.0.
4. Reconstruction projective avec notre méthode.

5. Calcul de I'erreur de reprojection (erreur 2D): - 7" 37 ) d(PiQyp, aip)?.

6. Calcul de I’erreur tridimensionnelle de la reconstruction :

> alignement de la reconstruction projective avec le modele euclidien de I’objet, en déter-
minant la transformation projective qui transforme la reconstruction tel qu’elle approche
au mieux le modele euclidien ;

> calcul de I’erreur 3D comme la moyenne de la somme des distances absolues des points
reconstruits alignés aux points du modele.

Dans les paragraphes suivants, les résultats de ces expériences sont analysés par rapport a plusieurs
variables : sensibilité au bruit ; impact du nombre de vues ; influence de la normalisation des coordon-
nées image et de 1’équilibrage de la matrice des mesures ; stabilité de la factorisation. Chaque point
dans les graphes montrés représente la valeur moyenne des résultats de 50 expériences. Nous avons
aussi calculé les valeurs médianes des résultats. Les graphes de celles-ci sont similaires aux graphes
des valeurs moyennes et ne sont donc pas montrés.

Les erreurs 2D sont données en pixels. Les erreurs 3D sont des erreurs relatives a la taille de
I’objet (le diametre de la sphere objet) ; elles sont affichées en pourcents.
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5.8.1.1 Sensibilité au bruit

La figure 5.4 montre le comportement de 1’algorithme par rapport au niveau de bruit dans les
coordonnées des points image. Pour cette expérience, la reconstruction est effectuée a partir de 10
vues.

L’erreur 3D pour la configuration 2 dépasse les 6 % pour un bruit de 2 pixels, malgré une erreur
2D relativement petite. Ceci montre que les erreurs 2D et 3D ne sont pas toujours bien corrélées. Les
résultats pour les configurations 1 et 3 sont presque identiques. L’algorithme se comporte trés bien
pour ces configurations : les graphes sont quasi-linéaires et les erreurs de reprojection sont seulement
légerement supérieures au bruit.
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F1G. 5.4: Sensibilité au bruit. Les courbes de I’erreur 2D pour les configurations 1 et 3 sont super-
posées. L’erreur 3D pour la configuration 2 dépasse I’échelle du graphe déja pour un bruit de 0.5
pixels.

5.8.1.2 Impact du nombre de vues

Pour cette expérience, le bruit dans les coordonnées des points image est de 1 pixel.

Les graphes montrent le comportement expecté : le plus de vues sont utilisée pour la reconstruc-
tion, le plus précisément la structure est reconstruite. L’erreur 2D augmente, ce qui est également
attendu, mais elle a un comportement clairement asymptotique. Il est important de noter que 1’ utili-
sation de 20 vues réduit I’erreur 3D de plus de la moitié par rapport au cas de 2 vues.

5.8.1.3 Influence de la normalisation et de I’équilibrage

Les graphes précédents montrent les résultats de la méthode telle qu’elle est décrite en 5.5.3.
Afin d’évaluer I’importance de I’utilisation de coordonnées image normalisées nous effectuons 1’al-
gorithme aussi avec des coordonnées non normalisées. De méme, nous examinons 1’apport de 1’équi-
librage de la matrice des mesures a la précision des résultats.

Si des coordonnées non normalisées sont utilisées, I’erreur est trés grande méme avec un bruit de
0.5 pixels. Pour ce qui est de I’équilibrage, on peut conclure qu’il améliore 1’erreur 3D d’environ 20
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FIG. 5.5: Impact du nombre de vues. Les courbes de I’erreur 2D pour les configurations 1 et 3 sont
quasiment superposées. L’erreur 3D pour la configuration 2 est toujours supérieure a 5 % ; la courbe
d’erreur n’est donc pas visible dans le graphe.

%. Puisque I’équilibrage n’est pas tres coliteux en temps de calcul, il devrait toujours faire partie de
I’algorithme.
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FIG. 5.6: Influence de la normalisation et de I’équilibrage. Les résultats présentés sont ceux pour la
configuration 1. La courbe de I’erreur 2D sans normalisation (« seulement équilibrage ») dépasse

I’échelle du graphe méme pour un bruit de 0.5 pixels et I’erreur 3D est tellement grande que la courbe
n’est pas visible !
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5.8.1.4 Stabilité de la factorisation

L’applicabilité de notre méthode de factorisation s’appuie sur le fait que la matrice des mesures
W est de rang 4, si les profondeurs projectives correctes sont utilisées. Pour tester la robustesse de
cette propriété en présence de bruit, nous évaluons la proximité de W au rang 4. Une matrice est
approximativement de rang 4 si le rapport 04 /05 des 4¢ et 5¢ valeurs singulieres et grand par rapport
au rapport o1/o4 des 1™ et 4¢ valeurs singulieres. Dans les figures 5.7 et 5.8, ces rapports sont
affichés, pour les configurations 1 et 2 et pour les cas de 2 et 20 vues. Notons que les axes verticaux
ont une échelle logarithmique.

Nous pouvons constater que pour la configuration 1, la matrice est toujours trés proche du rang
4 le rapport o1 /o4 est inférieur a 2 tandis que le rapport o4 /05 est supérieur a 100. Pour ce qui est
de la configuration 2, les graphes refletent la mauvaise performance pour la reconstruction 3D : en
présence de bruit, le rapport o1 /o4 est jusqu’a 10 fois supérieur & o4 /0.
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F1G. 5.7: Rapports de valeurs singuliéres pour la configuration 1.

5.8.2 Expériences sur des données réelles

Nous avons testé notre méthode avec des séquences d’images réelles. Nous montrons les résultats
pour quatre séquences.

5.8.2.1 La maison MOVI

La figure 5.9 montre la premiere et la derniere image d’une séquence de 6 images de la maison
MOVI. Nous disposons de 1’appariement de 38 points sur toute la séquence ; les points image sont
extraits avec une précision de 1’ordre du pixel.

Afin d’évaluer la qualité de la reconstruction projective, nous I’avons alignée avec un modele
euclidien qui a été obtenu par reconstruction avec des vues calibrées. La reconstruction alignée est
visualisée dans la figure 5.10. Quelques segments de droite sont affichés pour faciliter la visualisation.
A T’ceil, les angles droits sont bien conservés et les fenétres sont coplanaires. L artefact sur le coté
gauche du toit est dfi au fait que le toit surplombe le mur ce qui fait que le coin entre le mur et le toit
est occulté dans la derniere image.
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F1G. 5.8: Rapports de valeurs singuliéres pour la configuration 2.

F1G. 5.9: Deux images de la séquence avec la maison MOVI.

5.8.2.2 Laséquence du chateau

La figure 5.11 montre une image de la séquence du chateau?. La séquence est constituée de 11
images et de 28 correspondances de points image. La vérité de terrain pour les coordonnées tridimen-
sionnelles des points est disponible ce qui nous permet de quantifier la qualité de la reconstruction
projective. Apres 1’alignement de la reconstruction projective avec le modele euclidien, nous avons
obtenu une erreur de 3, 7 mm (moyenne de la somme des distances absolues). L’ objet remplit un cube
de dimension environ 220 mm X 210 mm X 280 mm. Si I’on compare I’erreur avec le diametre maxi-
mal de I’objet (413 mm), nous obtenons une erreur relative de moins de 1 %. L’erreur de reprojection
est d’environ 0, 02 pixels.

Nous avons effectué une minimisation non linéaire du style ajustement de faisceaux, avec les ré-
sultats de notre méthode comme initialisation. Les erreurs de reprojection sont légerement améliorées

5. Nous remercions le « Calibrated Imaging Laboratory » de I’Université Carnegie Mellon qui a fourni cette séquence
avec le soutien de ARPA, NSF et NASA. La séquence est disponible a http://www.cs.cmu.edu/ cil/cil-ster.html.
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(a) Vue oblique

FIG. 5.11: Une image de la séquence du chateau.

tandis que la qualité de la reconstruction ne change pas de maniere significative.

5.8.2.3 Laséquence de I’hotel

(b) Vue de coté

FI1G. 5.10: Trois vues de la reconstruction.

LI
][]

(c) Vue de face

La séquence est constituée de 181 images et de 197 correspondances de points image. Nous avons
appliqué la méthode décrite dans la section 5.7. Nous ne disposons pas de vérité de terrain pour cette
séquence ; pour donner une idée de la qualité de la reconstruction, nous présentons quelques vues
d’un modele 3D texturé crées par reprojection a partir de nouveaux points de vue. La figure 5.12
montre une image originale de la séquence, sur laquelle sont superposés les points image utilisés pour
la reconstruction ainsi que les triangles qui ont servi a la création du modele texturé.

Quelques vues du modele reconstruit sont montrées dans les figures 5.13, 5.14 et 5.15. Pour
avoir des vues a peu pres réalistes, nous avons transformé la reconstruction projective de maniere

appropriée.
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FIG. 5.12: Une image de la séquence de I’hdtel.

5.8.2.4 Laséquence de la cuisine

La séquence est constituée de 40 images et de 102 correspondances de points image. Nous avons
appliqué la méthode décrite dans la section 5.7. Une image originale de la séquence est montrée dans
la figure 5.16 et quelques vues du modele reconstruit sont affichées dans les figures 5.17 a 5.20.

5.9 Conclusion et perspectives

Nous avons développé une méthode de factorisation pour la reconstruction projective a partir de
plusieurs images non calibrées. La méthode est tres élégante — elle détermine la structure de la scéne
et le calibrage projectif des caméras par factorisation d’une matrice qui contient tous les points de
toutes les images©.

La factorisation n’est possible que si des facteurs d’échelle corrects (profondeurs projectives)
pour les coordonnées homogenes des points image sont utilisés. Nous avons proposé un moyen de
déterminer ces profondeurs projectives, qui n’utilise que des matrices fondamentales et des épipdles,
estimés a partir des données dans les images.

La méthode donne de bons résultats avec des images réelles. L’évaluation quantitative par simu-
lation numérique confirme la robustesse de la factorisation et la bonne performance par rapport au
bruit. Les résultats montrent qu’il est essentiel de travailler avec des coordonnées normalisées.

L’inconvénient majeur de la méthode est qu’elle ne peut pas traiter le cas de points non visibles
dans quelques images. Nous avons présenté une approche encore préliminaire de reconstruction pro-

6. Des méthodes similaires ont été développées récemment au sein du groupe de Lund [16, 86, 180].
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FIG. 5.13: Premiére vue du modele de I’hotel reconstruit.

jective pour de longues séquences et qui peut prendre en compte des données incompletes. Cette
approche utilise la factorisation pour initialiser la reconstruction projective pour des blocs de la sé-
quence d’images et fusionne ensuite les résultats, tout en raffinant la reconstruction par minimisation
non linéaire.

Un autre inconvénient est le temps de calcul pour la décomposition en valeurs singulieres, qui
peut étre assez élevé si beaucoup d’images et beaucoup de points doivent étre traités simultanément.
Des méthodes de factorisation approximative, qui ne déterminent que les valeurs et vecteurs singuliers
dominants, peuvent y remédier [209].

Quelques autres aspects méritent d’&tre examinés plus profondément. Dans I’implémentation ac-
tuelle, les profondeurs projectives sont déterminées en utilisant le nombre minimal d’équations (5.4).
Il serait intéressant d’étudier dans quelle mesure I’utilisation d’équations redondantes peut amélio-
rer les résultats. La prise en compte d’incertitudes sur les matrices fondamentales pour le choix des
équations est aussi envisageable.

L’une des choses les plus importantes a faire est la conception et le développement de méthodes
de reconstruction pour des séquences d’images tres longues. De telles méthodes permettront la mo-
délisation d’objets a grande échelle. En outre, elles constitueront un bon point de départ pour la
détermination de la structure euclidienne de la scéne.



FI1G. 5.14: Deuxiéme vue du modéle de I’hotel reconstruit.

FIG. 5.15: Troisiéme vue du modéle de I’hotel reconstruit.



FI1G. 5.17: Premiére vue du modele de la cuisine reconstruite.



FIG. 5.18: Deuxiéme vue du modele de la cuisine reconstruite.

FIG. 5.19: Troisiéeme vue du modele de la cuisine reconstruite.



FIG. 5.20: Quatrieme vue du modele de la cuisine reconstruite.






Auto-calibrage et reconstruction
euclidienne non calibrée

Une grande partie de ce chapitre contient
un état de I'art des méthodes d’auto-calibrage.
Nous décrivons principalement des méthodes
pour le scénario classique d'une caméra en
mouvement et avec des parametres intrinséques
constants. D'autres approches, basées sur des
mouvements particuliers ou sur un modeéle de
projection affine, sont également présentées.

Nos contributions sont les suivantes. Nous
proposons une méthode d'auto-calibrage pour
les caméras linéaires, qui est basée sur le ten-

seur trifocal. Ensuite, nous examinons les inter-
dépendances qui existent entre les parameétres
intrinséques pour un objectif a focale variable.
Nous proposons une méthode d’auto-calibrage
qui est basée sur le pré-calibrage de ces in-
terdépendances. Ce travail a été publié dans
[185, 186, 189].

Une autre contribution au sujet de l'auto-
calibrage est une étude théorique des séquen-
ces de mouvements critiques. Celle-ci est pré-
sentée dans le chapitre 7.
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6.1 Introduction

Aux chapitres précédents, nous avons vu que sans aucune information en dehors de corres-
pondances de primitives image une reconstruction projective est possible. Pour certaines applica-
tions, I’information projective peut étre suffisante. Néanmoins, souvent il sera préférable d’obtenir
la « vraie » structure de la scéne ou le « vrai » mouvement des caméras, c’est-a-dire 1’information
métrique.

Cette information peut étre obtenue des lors qu’on dispose des parametres intrinseques des camé-
ras. L’approche classique consiste a effectuer un calibrage hors ligne. Ceci est non seulement fasti-
dieux mais aussi peu réaliste pour des applications ou les changements de parametres de la caméra
sont fréquents ou ou I’équipement de calibrage n’est pas disponible. La nouvelle tendance consiste
a calibrer les caméras en ligne — nous parlons alors d’auto-calibrage — ou d’établir le calibrage par
d’autres moyens, par exemple en effectuant des mouvements appropriés avec la caméra.

Dans ce chapitre, nous passons en revue des méthodes d’auto-calibrage. Le cas le plus étudié est
le calibrage euclidien d’une caméra en mouvement, dont on sait que ses parametres intrinséques sont
invariants. De telles méthodes et d’autres, s’appuyant sur des informations sur le mouvement de la
caméra, sont décrites dans I’état de I’art de la section suivante. Un résumé de toutes les méthodes
décrites est donné dans le tableau 6.1.

En section 6.3, nous proposons une méthode pour 1’auto-calibrage d’une caméra linéaire, qui est
basée sur le tenseur trifocal.

Ensuite, en 6.4, nous considérons 1’auto-calibrage pour une caméra avec un objectif a focale
variable. On peut observer que des changements de focale font varier les parametres intrinseques,
mais pas de maniere indépendante. Il est possible de pré-calibrer ces interdépendances des parametres
intrinseques, qui ensuite permettent de simplifier la formulation du probleme de 1’auto-calibrage.
Nous proposons une méthode d’auto-calibrage qui s’appuie sur le pré-calibrage de la caméra.

Le chapitre est clos par des conclusions.

6.2 Etat de I’art des méthodes d’auto-calibrage

6.2.1 Mouvements généraux et parametres intrinseques constants

C’est le scénario classique pour I’auto-calibrage et depuis le travail initial de Maybank et Fauge-
ras [123], plusieurs approches ont été proposées. Le cas de 1’auto-calibrage d’une caméra avec des
parametres intrinséques constants nous intéresse particulierement — au chapitre 7 nous étudions les
séquences de mouvements de caméra qui sont critiques pour cette tiche. Dans la suite, nous passons
en revue les différentes approches et évoquons les liens qui existent entre elles.

La notion d’auto-calibrage se réfere d’abord uniquement a la détermination du calibrage intrin-
seque de la caméra, mais nous y comprenons plutdt la détermination de la structure euclidienne de la
scéne (et du mouvement « euclidien » de la caméra) ce qui inclut I’auto-calibrage. Afin de pouvoir dé-
crire les différentes approches dans un méme formalisme, nous supposons donc que I’auto-calibrage
a pour but de rectifier la structure projective de maniere a retrouver la structure euclidienne. Une re-
construction projective est donnée par des matrices de projection P ZP et des points 3D Q;: qui collent
bien aux données, ¢’est-a-dire les points image q;p :

P:DQ;D ~ Qip -

La transition vers une reconstruction euclidienne se fait par une transformation projective T% a dé-
o PE PTE E EN~laP e ‘on (3
terminer: P ~ P/ Tp et Q) ~ (Tp) Q. Le critére pour trouver la bonne transformation (a
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Type de mouvement et informations requises

Approches

Mouvements généraux, parametres intrinséques variables

Heyden et Astrom [89]
Pollefeys et Van Gool [151]

Mouvements généraux, parametres intrinséques constants

Maybank, Faugeras, Luong
[63, 114, 117, 118, 123]
Zeller et Faugeras [233, 234]
Heyden et Astrom [88]
Triggs [210]
Pollefeys et Van Gool [150, 152,
153]
Hartley [79, 80]

Modeles de calibrage simplifiés

Hartley [77]

Brooks et al. [26, 27, 139, 143, 144]
Ponce et al. [155]

Hippisley-Cox et Porrill [91]
Azarbayejani et Pentland [9]

Mouvements mesurés
— Connaissance des angles de rotation

— Connaissance de la translation

Viéville [214]

Stein [183]

McLauchlan et Murray [127]
Dron [48]

Mouvements particuliers
— Rotations pures

— Mouvements planaires

— Mouvements particuliers entre vues consécutives

Hartley [82]

Basu [11, 12]

Du et Brady [49]
Daniilidis et Ernst [41]
Armstrong et al. [6]
Wiles et Brady [226]
Viéville et Lingrand [216]

Mouvements initiaux particuliers
— Une translation
— Une translation et un zoom

Armstrong et al. [5]
Pollefeys et al. [154]

Pré-calibrage

Sturm [186, 189]

Mise a jour d’un calibrage initial

Crowley et al. [40]
Enciso et al. [51, 52, 53]

Systeme stéréo

Brooks et al. [26, 27, 139, 143, 144]
Zhang, Luong, Faugeras
[115, 238, 239]
Zisserman et al. [242]
Devernay et Faugeras [47]
Horaud et Csurka [96]

Caméra affine

Quan [164]

Caméra linéaire

voir section 6.3

TAB. 6.1: Des méthodes d’auto-calibrage et de calibrage a partir de mouvements particuliers
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une transformation euclidienne pres) est que les matrices de projection transformées doivent avoir les
mémes matrices des parametres intrinseques, K. C’est-a-dire qu’elles doivent pouvoir s’écrire de la
maniére suivante :

PE~KR( I |[—t;), (6.1)

pour des matrices de rotation R;, des vecteurs t; et une matrice des parametres intrinseques K. Toutes
les méthodes rencontrées sont basées implicitement sur ce critere.

Nous simplifions la formulation en suivant Hartley [79, 80] et Heyden et Astrom [88] en contrai-
gnant les reperes des reconstructions projective et euclidienne qui a priori sont arbitraires : pour la
reconstruction projective, le repere peut toujours étre choisie de maniere a ramener 1’'une des matrices
de projection (nous en choisissant la premiere) a la forme suivante :

Pl=( 1 |o).

Nous attachons le repere de la reconstruction euclidienne également a la premiére caméra, en suppo-
santque Ry = Tett; = 0. Donc:

PP=( K |0).

Ainsi, la transformation T% est contrainte d’avoir la forme :

. K 0
TE ~ ((M,C) d) . (6.2)

Puisque TIEJ et les unités 3D sont définies a un facteur pres et puisque d doit étre non nul pour que la
transformation soit non singuliére, nous pouvons imposer d = 1. Notons a = (a, b,¢)'. La matrice
K est la matrice des parametres intrinseéques a trouver et le vecteur a représente le plan a I’infini.
Concretement, (a”,1)T sont les coordonnées du plan dans le monde euclidien qui, dans la recons-
truction projective, a les coordonnées (0,0,0,1)". Le vecteur (v, 1)T = (—aTK™1, 1)T contient
les coordonnées du vrai plan a I’infini, dans la reconstruction projective. Une approche stratifiée,
explicitant une structure affine intermédiaire, tAichera donc d’estimer v plutdt que a.
Les matrices de projection PZP pour ¢ > 1 sont transformées d’apres :

PZPT,EJN( 55K+pf3aT ‘pf);

P

ot PP = ( P, |pF). La contrainte (6.1) est satisfaite s’il existe des matrices de rotation R;, des

vecteurs t; et des scalaires non nuls ); tels que :
PIK + pFfa’ = LKR; et p? = —\KR;t;

(remarquons que, étant donné le choix du repere projectif, cette contrainte est directement satisfaite
pour la premiere vue). S’il existe de telles R; et K, il en est de méme pour les t; : t; = — %R;'—K_lpf .
Donc, la contrainte pour trouver la structure euclidienne est I’existence de R; et K avec :

P K+pFa’ ~KR; . (6.3)

(3

Les différentes méthodes d’auto-calibrage ne font, en effet, rien d’autre que d’exploiter cette
contrainte d’une facon ou d’une autre. Toutes les méthodes éliminent la matrice de rotation R; de
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I’équation (6.3). Nous explicitons deux procédés d’élimination. Le premier permet a Pollefeys et Van
Gool de formuler la « contrainte du module » (voir plus bas). Le deuxieme procédé élimine R; en
multipliant les deux co6tés de I’équation par leurs transposées respectives ce qui donne :

KKT Ka
P P\T T
P! ( e aTa> (PP)T ~ KKT . (6.4)
Dans les paragraphes suivants, nous décrivons plusieurs méthodes d’auto-calibrage. Nous montrons
les liens qui existent entre les méthodes, via I’équation (6.4).

6.2.1.1 L’approche de Heyden et Astrém

Heyden et Astrom [88] estiment K et a en minimisant le critére :

m

KKT Ka
SINPE (k) PO KK
=2

ot || - || r désigne la norme de Frobenius. Pour tenir compte du fait que 1’équation (6.4) n’est valable
qu’a un facteur pres, des facteurs d’échelle A; sont introduits pour chaque vue comme inconnues
supplémentaires. L’initialisation du processus d’optimisation est basée sur un calibrage approximatif
Ko a partir duquel des valeurs initiales pour a et les \; sont calculées linéairement.

Pollefeys et Van Gool suivent 1’approche de Heyden et Astrom, en évitant les inconnues \; sup-
plémentaires, au prix d’équations de degré supérieur [152]. Comme parameétres du plan a I’infini, le
vecteur v = K~ Ta est utilisé (notation différente de [152]) et il est montré comment exprimer les \;
en fonction des éléments de v et des matrices de projection PY".

6.2.1.2 L’approche de Hartley

Hartley a été le premier a proposer une approche d’auto-calibrage « stratifiée », passant d’une
reconstruction projective a une euclidienne, via une reconstruction affine [79, 80]. Comme Pollefeys
et Van Gool, il estime le plan a I’infini via v. = K~ Ta. Sa méthode est un peu moins directe que
celle de Heyden et Astrém : 4 chaque étape du processus d’estimation, une décomposition QR de la
matrice gauche de 1’équation (6.3) est effectuée (analytiquement) : (ﬁf +pPvT)K =KIR,, ouKetv
sont les estimations courantes. Avec les bonnes valeurs K et v, les K. devraient étre égales a K. Donc,
le critere de minimisation est basé€ sur la différence entre ces deux matrices. Plus exactement, les
matrices X; = K™1 K! sont calculées et normalisées par des facteurs c; pour que la somme des carrés
des éléments diagonaux de X; soit égale a 3. Le critere de minimisation est finalement le suivant :
S llaiX; — TP

Hartley a aussi décrit comment, étant donné (une estimation du) le plan a I’infini, on peut retrouver
le calibrage en résolvant des équations linéaires, suivi par la décomposition de Cholesky d’une ma-
trice définie positive (nous décrivons cette méthode dans I’annexe C). Ceci est utilisé dans sa méthode
d’auto-calibrage pour I’initialisation des inconnues K et v, évitant ainsi le besoin d’un calibrage ap-
proximatif : I'initialisation est basée sur la recherche de vecteurs v qui représentent des plans a I’infini
potentiels. L’espace de recherche est borné par les « contraintes de cheiralité » [78] qui imposent que
le plan a I’infini ne coupe pas la scéne observée. Seuls des v sont admis qui permettent de déterminer
une matrice des parametres intrinseéques (c-a-d qui donnent lieu a une matrice X définie positive ; cf.
I’annexe C).

En pratique, Hartley utilise plusieurs v choisis arbitrairement pour augmenter les chances de
convergence vers la bonne solution. La détermination d’un tel vecteur v est désignée par le terme
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de reconstruction « quasi-affine » ce qui refléte que v représente un plan a I’infini potentiel. A partir
d’une reconstruction quasi-affine, la reconstruction affine n’est pas obtenue de maniere isolée, mais
simultanément avec la détermination des parametres intrinseéques et donc de la reconstruction eucli-
dienne.

6.2.1.3 L’approche de Triggs

Triggs propose une approche similaire i celle de Heyden et Astrém [210]. L’équation de base
utilisée correspond a (6.4). La différence essentielle réside dans la paramétrisation différente de la

matrice symétrique 4 x 4:
Ao KKT Ka
—\ a'™KT aTa) ~’

qui apparait dans I’équation (6.4). Triggs a montré que cette matrice représente le cone dual de la
conique absolue, cette derniere vue comme conique dans I’espace 3D (cf. la figure 6.1).

FIG. 6.1: Le cone dual & une conique 3D est constitué de I’ensemble des plans tangents & la conique.
Le plan singulier du c6ne est le plan support de la conique.

Dans [210], ce cone dual est appelé « quadrique absolue » ce qui entre en conflit avec la définition
donnée dans la section 2.7.3. Nous préférerions de le nommer « cone dual absolu ». Triggs parametre
A non pas par K et a mais le représente par les 10 éléments d’une matrice symétrique générique.
Ainsi, le degré de la formulation en les inconnues est baissé. La paramétrisation en K et a implique
que A est de rang 3, tandis que Triggs impose cette condition par une estimation sous contrainte
(det A = 0).

La deuxieéme matrice inconnue dans 1’équation (6.4), KKT, est également représentée par une
matrice symétrique générique, de dimension 3 X 3, ce qui amene le nombre d’inconnues a 16 (10+6).
Les facteurs d’échelle \; sont éliminés par multiplication croisée. Une autre différence par rapport
aux approches précédentes est que les reperes de reconstruction ne sont pas fixés. Ainsi, la matrice
TZ n’aura pas la forme (6.2). La contrainte que la premiere sous-matrice 3 x 3 de PPTZ doit étre
égale a KR; reste tout de méme valable, ce qui peut s’écrire comme :

L’élimination de R; par multiplication des deux c6tés de 1’équation avec leurs transposées respectives
mene a:

PrTE (o) (1 10) (T (P17 ~ kKT
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ou:

La matrice A, représente le cone dual absolu dans le monde euclidien, et A = TE Ay, (TE)T est sa
représentation dans le repere de la reconstruction projective.

Triggs a développé deux méthodes d’auto-calibrage, une quasi-linéaire et une non linéaire. En
7.10, nous décrivons une dégénérescence artificielle de la méthode linéaire qui est due a la négligence
de la contrainte de rang 3 de A.

6.2.1.4 L approche de Pollefeys et Van Gool : utilisation de la contrainte du module

Les approches précédentes estiment simultanément la position du plan a I’infini et le calibrage de
la caméra, en passant directement d’une reconstruction projective a une euclidienne. Nous décrivons
dans ce paragraphe et le suivant deux fagons d’éliminer I’'un des deux ensembles d’inconnues, le
calibrage K ou bien le plan a I’infini a.

Multiplier I’équation (6.3) de droite par K~1 donne :

=P _ -
P, +pla’K™! ~ KR;K™! |
En introduisant v = K~ Ta et en remarquant que le c6té droit est I’homographie infinie, nous avons :
okl P.T
Pi + P,V ~ Hooli .

Le but est I’estimation du plan a I’infini, représenté par v. Une contrainte sur v est que la matrice

ﬁf + pFvT doit étre conjuguée a un multiple d’une matrice de rotation. Il en découle que ses valeurs
propres doivent avoir le méme module, ce qui constitue la contrainte du module [120]. Elle peut étre
exprimée par une équation quartique en les éléments de v. Dans [153], v est estimé a partir de ces
équations.

Nous avons jusque-la considéré uniquement les homographies infinies entre la premiere vue et les
autres. La contrainte du module est bien sir aussi valable entre deux vues 7, j # 1. Dans [150], il est
montré que ceci donne également des équations quartiques et que le plan a I’infini peut étre estimé a
partir d’un minimum de 3 vues. Une fois le plan a I’infini estimé, le calibrage peut &tre déterminé par
la méthode de Hartley [79, 80] (voir I’annexe C). Cette approche de Pollefeys et Van Gool est la seule
qui est completement stratifiée, c’est-a-dire passant par une reconstruction intermédiaire affine (a
I’exception de méthodes comme par exemple [60] qui s’appuie sur des informations affines extraites
de sceénes urbaines).

En 7.10 nous montrons que la contrainte du module n’est pas une caractérisation compléte du plan
a I’infini. Son utilisation entraine, en effet, des ambiguités artificielles pour la reconstruction affine.

6.2.1.5 L’approche de Faugeras, Maybank, Luong et Zeller : les équations de Kruppa

Dans plusieurs articles [63, 114, 123, 232, 233, 234], ces auteurs ont d’abord montré que 1’auto-
calibrage est possible et ont ensuite proposé des méthodes pratiques. Leur formalisme repose sur les
équations de Kruppa dont nous montrons dans la suite le lien avec I’équation (6.3). Une dérivation
alternative des équations de Kruppa est décrite en 6.4.3.



110 CHAPITRE 6. AUTO-CALIBRAGE

Les équations de Kruppa. Puisque P{ = ( I |0), la matrice ﬁf, pour ¢ > 1, représente 1’ho-
mographie d’un plan arbitraire, par rapport aux vues 1 et ¢, et pf est I’épipole e;; [232]. Donc,
nous avons la relation suivante avec la matrice fondamentale : F; ~ [pZP ]/\ﬁf (voir 2.6). Multiplier
1’équation (6.4) de gauche et de droite par [pf’], meéne a:

_pT
5P KKT  Ka\ (P} [pf
C P! wfeD (e aTa)(;T{pzpy)wpﬂmﬂ[pm
P; [P; A

KKT Ka FT.
( Fu 0) ( aTKT aTa> (01T2> ~ [PY]AKKT[pF]A

FL,KKTF]; ~ [p/]AKKT [pf]A - (6.5)

L’équation matricielle (6.5) est une forme des équations de Kruppa. Par rapport aux approches précé-
dentes, non seulement le plan a I’infini a été éliminé, mais aussi la reconstruction projective explicite :
les matrices de projection PZP ont disparues et seules les matrices fondamentales et les épipoles (les
pZP ) sont présents ! D’un c6té, ceci simplifie 1’auto-calibrage parce qu’il n’y a pas besoin d’établir
une reconstruction projective initiale et on peut estimer 1’auto-calibrage plus directement. D’un autre
coté, I’estimation des matrices fondamentales est un processus local entre deux vues, tandis que la
reconstruction projective prendra en compte toutes les vues et représentera mieux la structure 3D et
les caméras.

La méthode de Zeller et Faugeras. Plusieurs méthodes d’auto-calibrage basées sur les équations
de Kruppa ont été proposées. La méthode la plus pratique semble étre celle proposée par Zeller et
Faugeras [232, 233, 234]. Les parametres intrinséques sont estimés en minimisant un critére non
linéaire basé sur les équations de Kruppa qui sont pondérées par une estimation de I’incertitude des
matrices fondamentales.

Trois méthodes d’initialisation sont considérées, dont la mieux adaptée au cas multi-image repose
sur une estimation robuste de oy, et o, : sous I’hypothése de pixels rectangulaires et du point principal
au centre de I’image, o, et o, peuvent étre calculés a partir d’une seule matrice fondamentale. Ceci est
fait pour toutes les matrices fondamentales disponibles et les valeurs obtenues sont ensuite évaluées
par une statistique robuste. Pour ce faire, les paires des valeurs de (a, a,,) sont affichées comme
points dans un graphe. A priori, il devrait y avoir un point d’accumulation prononcé parmi ces points,
a proximité des vraies valeurs. Zeller a constaté lors de ses expériences, qu’au contraire, les points
sont dispersés le long d’une droite. Il lui a donc été impossible d’obtenir des valeurs initiales fiables
pour oy, et ay.

Tout de méme, la droite permet de déterminer le rapport d’échelle, qui est en effet égal a la
pente. Donc, il est proposé d’estimer de maniére robuste la droite passant par les points (v, a,) et
d’en extraire la pente pour initialiser le rapport d’échelle. Il n’est pas dit explicitement, mais nous le
supposons, que pour I’initialisation des valeurs individuelles de «,, et a,,, a I’'un des deux est attribuée
une valeur standard et le deuxieme calculé en utilisant le rapport d’échelle estimé.

Dans [232, 233, 234], aucune explication n’est donnée pour le phénomene que les solutions pour
oy et o, sont distribuées le long d’une droite, avec le rapport d’échelle comme pente. En 7.10,
nous montrons de maniere géométrique qu’il s’agit d’une dégénérescence artificielle du probleme
de I’auto-calibrage. Celle-ci est introduite par les équations de Kruppa pour la configuration spéciale
des caméras utilisée par Zeller, notamment des caméras distribuées sur une sphere et dirigées vers
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le centre de la sphere (I’axe optique passe par le centre de la sphere). Les équations de Kruppa, par
paires de vues, sont treés instables a proximité d’une telle configuration, ce qui se manifeste par la
dispersion des (v, ay).

Il semble pourtant, que I’ensemble des équations, lors de I’estimation globale non linéaire, soit
plus robuste et permette de trouver des valeurs «,, et o, relativement proches des vraies valeurs, méme
a proximité de la configuration dégénérée. Nous pouvons supposer que seul le fait que les caméras ne
sont pas parfaitement convergentes, permet de réussir 1’ auto-calibrage avec les équations de Kruppa.
La méthode d’initialisation de Zeller pourrait étre adaptée afin de traiter des configurations de caméras
non convergentes. A ce moment-Ia, il devient éventuellement possible d’extraire non seulement le
rapport d’échelle, mais aussi des valeurs individuelles pour «,, et «,.

Une méthode d’optimisation globale par Luong et Faugeras. Luong et Faugeras décrivent dans
[118] une méthode d’optimisation globale pour 1I’auto-calibrage, du style ajustement de faisceaux
avec auto-calibrage (voir 6.2.10), c’est-a-dire une estimation simultanée des parametres intrinseéques
et extrinseques, mais sans impliquer les points 3D. Le critere de minimisation est la somme des
carrés des distances des points image et des droites épipolaires correspondantes. Il s’agit du critere
standard pour I’estimation de la matrice fondamentale (voir 2.3.2), mais avec la différence qu’ici,
les matrices fondamentales sont paramétrées par les parametres intrinseques et extrinseques, via la
matrice essentielle :

Fij = K_T[tij]/\Rin_l .

Le processus de minimisation est initialisé par le résultat de 1’auto-calibrage basé sur les équations de
Kruppa (pour K) et suivi de la décomposition de matrices essentielles (pour t;; et R;;).

D’autres approches basées sur les équations de Kruppa. En dehors du groupe de Faugeras, les
équations de Kruppa ont été utilisées pour I’auto-calibrage par Niini [140, 141] et Soatto et Per-
ona [179] qui les ont incorporées dans un schéma d’estimation récursive. Hartley montre dans [83]
comment établir les coefficients des équations de Kruppa numériquement, par une décomposition en
valeurs singulieres de la matrice fondamentale.

6.2.1.6 Modeéles de calibrage simplifiés

Le modele sténopé général comprend cinq parametres intrinseques, dont quelques-uns peuvent en
pratique souvent étre supposés connus a priori. Typiquement, 1’angle entre les axes des pixels est en
général tres proche de 90° ; la matrice des parametres intrinseéques prend alors la forme :

a, 0 g

En outre, le point principal se trouve normalement proche du centre de I’'image, du moins pour des
caméras avec un objectif fixe. Une troisieme simplification est due a des pixels carrés.

Les modeles simplifiés sont d’une part intéressants parce que les équations d’auto-calibrage de-
viennent moins complexes, d’autre part parce qu’ils permettent souvent d’initialiser I’auto-calibrage
suffisamment bien pour le faire converger vers la bonne solution.

Hartley montre dans [77] que, a partir de la matrice fondamentale, deux parameétres intrinseques
des deux vues peuvent étre déterminés. Il suppose que les pixels sont rectangulaires, que le rapport
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d’échelle est connu et que les points principaux se trouvent aux centres des images. Ainsi, il ne reste
plus qu’un seul parameétre intrinseéque pour chacune des deux caméras, la distance focale, mesurée en
pixels. Hartley dérive une formule pour calculer les deux distances focales (voir [26, 27, 139, 143,
144] pour d’autres approches similaires, développées par Brooks et al.).

Une méthode similaire consiste a estimer la distance focale et le rapport d’échelle, cette fois-ci
en supposant que les deux vues sont prises par la méme caméra, sans changement de focale. Les
deux parametres a estimer sont donc deux mesures de la distance focale, par rapport aux dimensions
horizontale et verticale des pixels. Ponce et al. proposent une solution pour ce probléme [155], mais
qui est plus compliquée que nécessaire. Hippisley-Cox et Porrill décrivent une solution sous la forme
d’une équation quartique [91]. Cette solution est appliquée par Zeller pour initialiser 1’auto-calibrage
(voir plus haut et [234]).

Azarbayejani et Pentland ont développé un algorithme de reconstruction euclidienne récursif qui
peut prendre en compte le fait que la distance focale change entre les vues [9]. Les auteurs rapportent
pourtant des difficultés dans 1’estimation de la focale et les expériences sont finalement conduites
avec une caméra calibrée qui ne change pas de focale pendant le mouvement.

6.2.2 Mouvements généraux et parametres intrinseques variables

Récemment, Heyden et Astrom ont considéré 1’auto-calibrage d’une caméra avec des pixels rec-
tangulaires dont le rapport d’échelle est connu [89]. Il reste trois parametres intrinseques, la dis-
tance focale et les coordonnées du point principal, qui peuvent varier entre chaque prise d’image.
Les auteurs donnent une preuve que 1’auto-calibrage dans ces conditions est possible : la structure
euclidienne ainsi que les trois parameétres intrinseques de chaque vue peuvent €tre déterminés, si
le mouvement de la caméra est suffisamment général. Heyden et Astrom écrivent les équations de
I’ajustement de faisceaux avec auto-calibrage pour ce cas particulier, mais aucune méthode d’initia-
lisation n’est proposée. La conclusion principale de [89] est donc que 1’ajustement de faisceaux peut
converger vers la bonne solution, s’il est suffisamment bien initialisé.

Le résultat de Heyden et Astrom a été étendu par Pollefeys et al. [151] qui prouvent que la seule
contrainte de pixels rectangulaires suffit pour faire de I’auto-calibrage (en théorie). Ceci veut dire
qu’on peut auto-calibrer une caméra en mouvement qui peut changer arbitrairement son calibrage
intrinseéque entre les vues ou, ce qui est encore plus intéressant, de calibrer un systeéme de caméras
ou, a la limite, on ne dispose que d’une seule image par caméra! Le minimum de vues nécessaire
pour le faire est 8. Pollefeys et al. ne proposent pas d’algorithme pratique pour ce cas général, mais
ils considerent pour la pratique que le rapport d’échelle est connu et que le point principal est proche
du centre de I’image.

6.2.3 Meéthodes basées sur des mouvements particuliers
6.2.3.1 Rotations pures

Basu [11, 12] et Du et Brady [49] proposent des schémas de « calibrage actif » qui sont basés
sur des petites rotations d’élévation ou de vergence de la caméra, c’est-a-dire des rotations haut-bas
ou gauche-droite. Les parameétres intrinseques calculés sont oy, et o, ainsi que, quant a 1’approche de
Basu, le point principal. Du et Brady estiment également la distorsion radiale (un coefficient).

Daniilidis et Ernst [41] appliquent une approche similaire a celle de Basu et Du/Brady. Outre
des rotations autour d’axes connus (tilt ou pan), un point de fuite, donné par un ensemble de droites
paralleles, est utilisé pour trouver le calibrage intrinseque. La différence par rapport a la méthode de
Basu est que les calculs ne sont pas basés sur I’hypothese de petites rotations.
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Hartley a proposé le premier une méthode de calibrage basée sur des rotations pures et générales
autour du centre de projection [82]. La clé de la méthode est le fait que les images sont reliées par des
homographies H;; et que ces homographies sont €gales aux homographies infinies (cf. 2.6). Donc,
pour trouver K, la méthode de 1’annexe C peut étre appliquée.

6.2.3.2 Mouvements planaires

Comme mouvements planaires nous considérons les translations dans un plan II et les rotations
autour d’axes perpendiculaires a II. Armstrong et al. ont développé une méthode d’auto-calibrage
pour ce type de mouvement [6]. Les mouvements planaires sont dégénérés pour 1’auto-calibrage de
tous les parametres intrinseéques et la reconstruction euclidienne, mais la solution peut tout de méme
étre déterminée a un parametre pres (cf. le chapitre 7). La structure affine est déterminée entierement
ainsi que la structure euclidienne dans le plan de mouvement II. Nous décrivons brievement le prin-
cipe de la méthode de Armstrong et al. Les projections des entités géométriques suivantes restent
fixes lors de mouvements planaires :

> les projections du point a I’infini commun aux axes de rotation ;
> les projections des points cycliques de II.

Les projections de ces entités peuvent &tre déterminées a partir de matrices fondamentales et de ten-
seurs trifocaux. Le point a I’infini des axes de rotation et les deux points cycliques de II engendrent le
plan a I’infini ce qui donne la structure affine. Les points cycliques donnent évidemment la structure
euclidienne dans II (et dans les plans paralleles a IT). La détermination des points cycliques peut étre
formulée en termes d’une caméra linéaire (voir 6.3).

Wiles et Brady ont proposé plusieurs modeles de caméra pour le mouvement planaire (« ground
plane motion camera models ») [226]. Ils proposent une méthode de reconstruction qui est basée sur
ces modeles et qui mene bien sfir au méme type de structure que la méthode de Armstrong.

6.2.3.3 Mouvements particuliers entre des vues consécutives

Viéville et Lingrand ont étudié I’utilisation de mouvements particuliers entre des vues consécu-
tives pour I’auto-calibrage [216]. Concretement, les formes particulieres de la matrice fondamentale
pour quelques mouvements (voir 2.3.4) permettent de simplifier les équations de Kruppa et ainsi
I’auto-calibrage. Ces considérations sont spécialement utiles pour 1’auto-calibrage de caméras mon-
tées sur un robot manipulateur, qui effectue souvent des mouvements « réguliers » tels que des rota-
tions autour d’un axe fixe. Viéville et Lingrand proposent un schéma de décision automatique sur la
forme de la matrice fondamentale pour des images consécutives. Il s’agit d’une méthode de sélection
de modele, qui est basée sur un compromis entre la taille du modele (nombre de parameétres libres) et
sa qualité (résidu) ; voir [204] pour une méthode similaire.

6.2.4 Méthodes basées sur des mouvements initiaux particuliers

L’approche de Armstrong et al. [5] est basée sur un mouvement initial purement translationnel,
qui rend possible la reconstruction affine de la sceéne [131]. Une fois la structure affine acquise, la
détermination du calibrage devient relativement simple [79] (voir aussi 1’annexe C).

Pollefeys et Van Gool [154] étendent I’approche de Armstrong et al. pour pouvoir traiter des chan-
gements de focale. Pour ce faire, deux mouvements initiaux sont demandés : avec un changement de
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focale, le point principal est déterminé comme étant le point d’intersection commun des « trajec-
toires » des points image. Puis, comme Armstrong, une translation pure sert a récupérer la structure
affine. Ensuite, des déplacements arbitraires, avec changement de focale éventuel, permettent de trou-
ver la structure euclidienne et le calibrage des vues. Cette derniere étape peut étre considérée comme
I’extension de I’équation (C.1), prenant en considération des distances focales différentes avant et
apres le mouvement.

6.2.5 Méthodes basées sur des mesures des déplacements de la caméra

Dron considere le probleme du calibrage d’une caméra montée sur un support dont la composante
translationnelle du mouvement est connue treés précisément [48]. Elle dérive des équations linéaires,
en supposant que soit la rotation relative entre deux vues est petite, ou bien que le déplacement entre
deux vues est beaucoup plus grand que la distance entre la caméra et son support. Dron n’estime
en effet pas la matrice des parametres intrinseques de la caméra, mais le produit KRy, ot Ry est la
rotation relative entre la caméra et son support.

Viéville décrit comment on peut calibrer une caméra effectuant des rotations autour d’un axe fixe,
si les angles de rotation sont connus [214]. Stein [183] et McLauchlan et Murray [127] ont développé
des méthodes pour le méme scénario. La méthode de Stein inclut I’estimation des distorsions radiales
(deux coefficients et deux coordonnées pour le point de symétrie ou centre de distorsion).

6.2.6 Méthodes basées sur un pré-calibrage

Dans la section 6.4, nous décrivons comment 1’auto-calibrage d’une caméra avec une focale va-
riable peut étre simplifié en exploitant les résultats d’un pré-calibrage de la caméra [186, 189].

6.2.7 Meéthodes basées sur un calibrage initial

Crowley et al. proposent de mettre a jour la matrice de projection lors de mises au point, de
changements de diaphragme (aperture) ou de rotations de la caméra [40]. Le calibrage n’est pas
directement mis a jour puisque la correction porte sur la matrice de projection perspective entiere, sans
en extraire les parametres intrinseques et extrinseques. La mise a jour se fait par des transformations
affines ou projectives, calculées & partir d’un suivi de points d’intérét.

Enciso et al. font une chose similaire, mais leur but est d’adapter directement les parametres
intrinseques de la caméra, lors de mises au point ou de changements de focale [51, 52, 53]. IIs ont
montré qu’une transformation affine a 3 parametres est suffisante pour modéliser le changement du
calibrage. Ce modele n’est valable que si la caméra ne se déplace pas lors de la mise au point ou du
changement de focale.

6.2.8 Auto-calibrage d’une caméra affine

Quan a proposé une méthode élégante pour 1’auto-calibrage d’une caméra affine [164] qui re-
pose sur la notion, introduite dans le méme article, des parametres intrinseques affines. Il s’agit d’une
méthode stratifiée dont la comparaison avec les méthodes ultérieures pour la caméra perspective ré-
vele des fortes similitudes. Les approches de Heyden et Astrom [88] et Triggs [210] suivent le méme
schéma que celle de Quan. Toutes ces approches partent d’une reconstruction non calibrée, obtenue en
supposant des caméras arbitraires — pour la caméra affine, il s’agit d’une reconstruction affine et pour
les perspectives, elle est projective. Ensuite, la reconstruction non calibrée est rectifiée en euclidienne
en cherchant une transformation projective respectivement affine T qui transforme les matrices de
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projection en des matrices ayant la méme matrice des parametres intrinseques (plus de détails sont
donnés en 6.2.1). Ceci peut s’écrire comme :

P,TT'P] ~ KKT .

Les matrices ont les dimensions suivantes pour le cas affine (projectif) : les matrices de projection P;
sont 2 X 3 (3 x 4), la transformation 3D T est 3 X 3 (4 x 4), et la matrice des parametres intrinseques
K2 x2 (3x3). A priori, les mémes méthodes peuvent étre utilisées pour trouver T et K dans les deux
cas. Pourtant, dans le cas affine, il existe une simplification. Rappelons I'interprétation géométrique
de la matrice symétrique TTT dans le cas perspectif (la matrice A dans le paragraphe 6.2.1.3): elle
représente le cone dual a la conique absolue, dans la reconstruction projective [210]. Un cone dual
2 une conique 3D est une quadrique de plans de rang 3. La contrainte du rang 3 sur TT1 doit étre
considérée dans I’estimation (Heyden garantit cette contrainte explicitement par la paramétrisation du
probleme, tandis que Triggs impose la contrainte numériquement).

Dans le cas affine, TTT n’est rien d’autre que la conique duale 2 la conique absolue, dans le plan
a I’infini ! C’est donc une conique de droites, mais non dégénérée, contrairement au cone dual dans le
cas perspectif. Donc, il n’y a pas de contrainte supplémentaire sur T a respecter. La projection de la
conique duale a la conique absolue est une conique dégénérée de deux points imaginaires conjugués
qui se trouvent sur la droite a I’infini du plan image. Ces points sont les images des points cycliques
du plan image (voir figure 6.2).

2/

F1G. 6.2: Projection de la conique absolue pour une caméra affine. Le centre de projection est le point
directeur du plan image. Donc I’intersection du plan image avec le plan a I’infini est la droite polaire
du centre de projection, par rapport a la conique absolue. La conique absolue duale se projette via
les deux tangentes du centre de projection a la conique absolue. Ces tangentes touchent la conique
absolue dans les points cycliques du plan image.

6.2.9 Auto-calibrage d’un systeme stéréo

Brooks et al. ont développé des méthodes d’auto-calibrage pour des tétes stéréo, en adoptant un
modele de calibrage ou seule la distance focale est inconnue (voir 6.2.1.6).

L’approche de Zhang, Luong et Faugeras [115, 238, 239] décompose I’ auto-calibrage du systeme
stéréo en deux étapes. D’abord, les deux caméras sont auto-calibrées séparément avec une approche
basée sur les équations de Kruppa (voir 6.2.1.5). Ensuite, I’orientation relative des deux caméras est
calculée, ce qui est similaire a la détermination du mouvement d’une caméra calibrée.

Zisserman et al. ont développé une méthode d’auto-calibrage qui exploite la rigidité du systeme
stéréo [242]. C’est le premier travail qui consideére véritablement un auto-calibrage stéréo. Des ap-
proches trés similaires ont été proposées par Devernay et Faugeras [47] et Horaud et Csurka [96]. Ces
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méthodes sont basées sur des reconstructions projectives de la sceéne, obtenues des deux vues prises de
chaque position du systeme. La clé est que les transformations entre deux reconstructions projectives
de la méme sceéne sont alors conjuguées au déplacement rigide du systéme stéréo. La forme particu-
liere des transformations projectives permet de déterminer dans un premier temps le plan a I’infini
dans les reconstructions projectives. Ayant ainsi trouvé la structure affine, les parametres intrinséques
peuvent &tre déterminés comme décrit dans 1’annexe C.

6.2.10 Ajustement de faisceaux avec auto-calibrage

Nous avons déja décrit I’ajustement de faisceaux en 3.4. Une spécialisation de cette approche est
I’ajustement de faisceaux avec auto-calibrage [18, 29, 37, 50, 54, 66, 67, 106, 125, 170, 178, 241].
Cette désignation met en évidence que 1’ajustement de faisceaux se fait non seulement en estimant
les orientations extrinseques et les points 3D mais aussi les orientations intrinseques des caméras.
Un tel processus d’estimation globale nécessite généralement une bonne initialisation des parametres
a estimer. Un ajustement de faisceaux avec auto-calibrage peut étre effectué pour optimiser les re-
construction et calibrage initiaux fournis par une méthode quelconque. En raison du besoin d’une
bonne initialisation, nous ne considérons pas 1’ajustement de faisceaux avec auto-calibrage comme
une méthode autonome d’auto-calibrage.

6.3 Auto-calibrage d’une caméra linéaire

Ce probleme a été évoqué par Olivier Faugeras et Long Quan et nous donnons ici une solution
relativement simple.

Nous développons une équation qui peut étre considérée comme I’analogue des équations de
Kruppa de vues habituelles. Rappelons que le calibrage d’'une caméra est acquis si I’image de la
quadrique absolue de I’espace analogue est déterminée. Pour une caméra habituelle, il s’agit de la
projection de la conique absolue, qui est aussi une conique dans I’image. Pour ce qui est des caméras
linéaires, la quadrique absolue (du plan) est une conique de deux points, les points cycliques, tout
comme sa projection. Les équations de Kruppa pour déterminer I’'image de la conique absolue sont
basées sur la géométrie épipolaire et ne sont en effet rien d’autre que des contraintes d’appariement
bifocales de coniques, spécialisées aux cas de coniques identiques dans les vues (cf. 6.4.3). Quant
aux caméras linéaires, il n’existe pas de contrainte d’appariement entre deux vues, mais un tenseur
trifocal trés simple (voir 2.4.1).

L’équivalent des équations de Kruppa serait une contrainte d’appariement de coniques (de deux
points) entre trois vues, basée sur le tenseur trifocal. Le transfert de coniques de deux vues linéaires
vers une troisieme est relativement direct, mais il existe deux solutions : les coniques sont compo-
sées de deux points chacune ce qui donne lieu & deux possibilités pour 1’appariement des points des
coniques entre deux vues. A ce point, nous devons noter une propriété des points cycliques qui va
simplifier le probléme : non seulement 1’image de la conique formée des deux points cycliques reste
fixe pour une caméra en mouvement, mais aussi la projection des points cycliques individuels. Donc,
il n’est pas nécessaire de considérer un transfert de coniques. Tout ce qu’il faut faire est de chercher
les images des points cycliques parmi les points fixes dans les trois vues. Ceci se fait simplement en
exprimant la relation trilinéaire pour trois points image avec les mémes coordonnées et de résoudre
cette équation pour ces coordonnées image :

Gaxax2 (?) (T) (1‘) =0 . (6.6)
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Nous avons normalisé la deuxieme coordonnée a 1, ce qui n’engendre aucun probleme puisque les
images des points cycliques doivent étre des points finis (il y a un seul point a I’infini sur la droite
image, et celui-ci est un point réel). L’équation (6.6) est cubique en u :

G116 4 (G112 + Gio1 + Go11)u? + (Graa + Ga1a 4+ Gaar)u + Gaga = 0 .

Dans le cas général, cette équation a exactement trois racines. Parmi ces racines il y a les coordonnées
des images des points cycliques, qui sont des points imaginaires conjugués. Les images des points
cycliques peuvent donc étre déterminées, puisque la troisi¢me racine est réelle. Cette troisieme racine
correspond a un point réel dont I’image reste fixe dans les trois vues (voir la figure 6.3). Ce point
n’a pas de signification pour le probleme de 1’auto-calibrage. Le méme point est déja apparu dans
I’approche de Armstrong et al. pour I’auto-calibrage a partir de mouvements planaires [6] (cf. 6.2.3.2).
La détermination de la structure euclidienne du plan de mouvement (et des plans paralléles) est une
sous-étape de 1’approche de Armstrong et peut étre considérée comme I’auto-calibrage de la caméra
linéaire obtenue par restriction des projections du monde 3D sur les points du plan de mouvement.

Le troisiéme point avec
des projections identiques

F1G. 6.3: Le troisiéme point avec des projections identiques, en dehors des deux points cycliques.
Pour toute paire de vues, les points 2D avec des projections identiques se trouvent sur une conique de
Steiner. La construction de cette conique pour deux vues est esquissée par quelques points d’intersec-
tion de rayons de projection de points image avec les mémes coordonnées. Les projections des points
cycliques sont identiques dans toutes les vues. Les points cycliques sont alors sur toutes les coniques
de Steiner considérées ; par conséquent, ces coniques sont des cercles. Les trois cercles, associés aux
trois paires de vues, ont trois points en commun : les deux points cycliques et un troisiéme point qui
est réel.

6.3.1 Dégénérescence de I’équation d’auto-calibrage

Nous évoquons brievement les situations ou I’équation (6.6) dégénere. Puisqu’il y a toujours
deux solutions complexes conjuguées (les images des points cycliques), il ne peut y avoir que deux
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possibilités pour la dégénérescence : le degré de 1’équation se réduit a 2 — dans ce cas 1’auto-calibrage
est toujours possible — ou bien I’équation devient une tautologie. Dans le dernier cas, tous les couples
de points imaginaires conjugués peuvent étre confondues avec les images des points cycliques. Il y
a donc au moins une famille de solutions pour 1’auto-calibrage. L’équation devient une tautologie, si
tous les termes disparaissent et c’est exactement le cas si les conditions suivantes sont satisfaites :

G =
G2 + Gia1 + Gor1 =
Gio2 + Go1a + Gaor =
Gaoag =

o o o o

Il est certainement possible de déterminer les mouvements de caméra qui correspondent a ces équa-
tions. Dans la section 7.8, nous poursuivons une autre approche pour déterminer les séquences de
mouvements critiques, pour un nombre quelconque de vues.

L’auto-calibrage d’une caméra linéaire avec plusieurs vues pourrait étre effectué de maniere ana-
logue aux différentes approches pour les caméras habituelles, décrites au 6.2.1.

6.3.2 Calibrage pour une rotation pure

Comme les caméras habituelles, les caméras linéaires peuvent étre calibrées a 1’aide d’images
prises en rotation pure (cf. 6.2.3.1). Tandis que le calibrage de caméras habituelles requiert au moins
deux rotations (avec des axes différentes), la caméra linéaire peut étre calibrée apres une seule rotation
(cf. la dérivation des séquences critiques en 7.8).

Les équations pour le calibrage sont analogues au cas de vues habituelles (voir I’annexe C). Nous
ne répétons pas ces développements ici, mais donnons une solution explicite pour le calibrage. Soit
Hs w2 ’homographie entre les deux vues prises en rotation. Nous imposons que son déterminant soit
égal a 1, ce qui fait que nous pouvons I’écrire sous la forme :

H= (‘Z 5(11@))

L’équation de calibrage (cf. (C.1)) est:
HKKTHT = KKT .

La solution de cette équation pour la matrice symétrique KKT donne :

T _b a?—bc—1
KK' = a? —b(cz—l 2(116
2ac

Nous pouvons en extraire directement la matrice des parametres intrinseques :

\/—(a2+2a+bc+1)(u2—2a+bc+1) aZ—be—1
K= 2ac 2ac
0 1
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6.4 Auto-calibrage pour un objectif a focale variable basé sur un preé-
calibrage

6.4.1 Introduction

Dans cette section, nous considérons le probleéme de 1’auto-calibrage d’une caméra en mouve-
ment, équipée d’un objectif a focale variable (zoom). En pratique, les parametres intrinséques ne sont
pas indépendants pour un tel systéme. Nous proposons d’effectuer une étape de pré-calibrage qui ser-
vira a modéliser I’interdépendance des parametres intrinseques. Nous montrons que I’auto-calibrage
se réduit alors a I’estimation d’un seul parametre. Nous développons une méthode qui exploite ceci
et qui ne nécessite pas d’initialisation de la distance focale.

La méthode est basée sur les équations de Kruppa (voir 6.2.1.5). Les méthodes basées sur ces
équations sont connues pour &tre assez sensibles au bruit dans les images [114]. Afin de modérer
cet effet, plusieurs chercheurs proposent de fixer certains parametres. Cela est justifié dans le cas
du rapport d’échelle et de I’angle entre les axes des pixels, des entités qui sont trés stables sur de
longues périodes d’utilisation d’une caméra. Par contre, la position du point principal dépend de la
position du zoom et de la mise au point de la caméra (voir la figure 6.4 ' [227]). Ce phénoméne est
dd a de mauvais alignements dans le systtme caméra — zoom et il peut étre assez fort pour que les
coordonnées du point principal changent jusqu’a 100 pixels lors de la variation de la distance focale
(cf. la figure 6.8 (a)) !

D’une part, ceci démontre que le choix du point principal fixe peut perturber les résultats de I’ auto-
calibrage, d’autre part, la corrélation des parameétres intrinséques semble &tre simple et stable. Or, si
I’interdépendance entre les parametres peut étre modélisée de maniere analytique, cette connaissance
pourra étre incluse dans le processus d’auto-calibrage afin de réduire le nombre d’inconnues a estimer
et ainsi améliorer et robustifier les résultats.

208 |—

207 -

206 |—

k10220 .
9340 ZOOM position

X tor units]
Qease. [mo
205 iauﬂ V6760

204 -

Y coordinate [pixels]

| | | |
266 267 268 269

X coordinate [pixels]

FI1G. 6.4: Position du point principal en fonction du zoom et de la mise au point [227].

Dans cette section, nous examinons 1’apport de I'interdépendance des parametres au processus
de I’auto-calibrage. Nous le faisons en étudiant la forme des équations de Kruppa par rapport a la

1. Nous remercions Reg Willson pour la permission de reproduire la figure 6.4.
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modélisation de cette interdépendance. En 6.4.3 nous dérivons les équations de Kruppa. Ensuite, en
6.4.4, nous décrivons notre modélisation de I’interdépendance entre les parametres intrinséques et
nous réécrivons les équations de Kruppa, en un seul parametre. Une méthode pratique pour 1’auto-
calibrage basée sur cette modélisation est proposée en 6.4.5 et des résultats d’expériences avec cette
méthode sont donnés en 6.4.6.

6.4.2 Stabilité et interdépendance des parametres intrinseques

Quelques-uns des parameétres intrinséques sont tres stables sur de longues périodes d’utilisation
d’une caméra. Particulierement, le rapport d’échelle 7 = 2* et I’angle © entre les axes des pixels
ne changent pas en général. En pratique, © est souvent tres proche de 90°. Ainsi, ce parametre est
généralement supposé connu et n’est pas estimé lors d’un calibrage.

Quant au point principal, il n’est souvent pas stable, plutdt sa position varie si la distance focale
ou la mise au point de la caméra sont changées. Willson et Shafer ainsi que Burner ont observé que
pour beaucoup d’objectifs a focale variable le point principal effectue un mouvement de translation
lors d’un changement progressif de la focale [33, 227]. Nous avons retrouvé le méme résultat lors de
nos expériences (cf. la figure 6.8 (a)). Ce phénomene est dii a de mauvais alignements dans le systeéme
optique ou mécanique de la caméra et de I’objectif. Enciso et al. ont constaté un comportement
différent [51, 52, 53]. La raison en est probablement une mécanique différente des objectifs : les
changements de focale sont effectués par un vissage de lentilles tandis que notre objectif effectue un
mouvement translationnel d’un bloc de lentilles.

Nous supposons dans la suite que pour des applications a courte distance, les changements de
mise au point sont généralement de petite amplitude. Nous supposons alors que I’influence sur la
position du point principal vient uniquement des changements de focale (en 6.4.7, nous proposons un
moyen de prendre en compte aussi les effets de mise au point).

Malgré la révélation de I'influence du zoom sur les parametres intrinseéques o, o, 4y €t v,
I’interdépendance de ces parametres n’a pas encore été utilisée dans le contexte de 1’auto-calibrage.
Afin de profiter de ces interdépendances nous tentons d’obtenir un modele analytique qui exprime les
parametres intrinséques en fonction de I’un parmi eux. Ici, nous choisissons a, comme référence (©
est considéré constant et connu) : les distances focales satisfont toujours la relation ay () = 7525,
tandis que ug () et vo(ay ) sont plus difficilement modélisables.

Nous appelons pré-calibrage la détermination hors ligne du rapport d’échelle 7, des relations
fonctionnelles ug () et vo( e ) ainsi que de I’angle ©. Si une caméra est pré-calibrée, 1’auto-calibrage
revient alors a I’estimation de I’unique parametre a,,. En 6.4.4, nous décrivons le processus de pré-
calibrage et en 6.4.5 nous proposons une méthode d’auto-calibrage qui utilise un pré-calibrage.

6.4.3 Les équations de Kruppa

Pour effectuer I’auto-calibrage, nous utilisons les équations de Kruppa que nous avons déja dé-
crites en 6.2.1.5. Dans cette section, nous dérivons les équations de Kruppa de maniere plus géomé-
trique. Ces équations représentent en fait une contrainte d’appariement de coniques entre deux vues
(cf. la section 2.3). La méme contrainte est valable si les coniques dans les images sont les projections
d’une conique 3D ou d’une quadrique.

Soient w; et ws les deux coniques image. Comme nous I’avons déja décrit en 2.3, la géométrie
épipolaire impose une contrainte d’appariement pour ces coniques : les droites épipolaires qui sont
tangentes aux coniques sont des droites épipolaires correspondantes (2 une permutation pres —il y a
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deux paires de telles tangentes ; voir la figure 2.5). Ceci peut s’écrire comme :
(e Aq)'wi(erAq)=0 << (Fq)'ws(Fq)=0 . (6.7)

Ici, e1 A q est une droite épipolaire dans la premiere image et Fq la droite épipolaire correspondante
dans la deuxieéme image. Une droite 1 est tangente a une conique ¢ si elle est sur la conique duale ¢*,
c’est-a-dire si 1T (¢*)1 = 0, d’ou I’équation (6.7).

Les projections de la conique absolue sont identiques si les parameétres intrinseques de la caméra
ne changent pas entre les vues. Si wy, désigne la projection de la conique absolue, nous avons donc :

(e1 A q)Twio(el AQ) =0 < (Fq)Tw;o(Fq) =0. (6.8)

SiI’épipdle e; n’est pas a I’infini, nous pouvons paramétrer le faisceau épipolaire par un parametre ¢,
via les points a I’infini dans image : (1, ¢, O)T. L’équation (6.8) devient :

e A(LL0)) wiler ALL)) =0 o (F(1,40)") wi(F1,t0T)=0 .

Les deux termes de cette équivalence sont des polyndmes quadratiques en ¢t. Nous les écrivons
comme :

ct? et+c=0 & tPtt+dy=0,

ot les coefficients ¢; et ¢; dépendent de F, e; et w} . Cette équivalence signifie que les coefficients
des deux polyndmes sont égaux a un facteur multiplicatif pres. Ceci s’exprime comme :

cc) = c1cy c2c6 = coch 0106 = cody . (6.9)

Ces trois équations sont les équations de Kruppa (seules deux d’entre elles sont algébriquement
indépendantes).

Si la géométrie épipolaire, i.e. F et ey, est connue, les équations (6.9) sont des contraintes sur wj .
Puisque w}, nous donne les parametres intrinseques de la caméra (cf. 2.7.3), les équations de Kruppa
peuvent étre utilisées pour I’auto-calibrage. L’ approche habituelle consiste a minimiser un critere du
style [114]:

#paires de vues

Cp2 Cpl Cp2 Cp0 Cpl Cp0

P PLly2 P PUN2 P PUN\2 6
§ (/ /) (/ /) (:/ CI) ’ (6.10)
p=1 cp2 pl cp2 CpO pl p0

éventuellement incluant une pondération par I’incertitude sur les matrices fondamentales [233].

6.4.4 Pré-calibrage

Dans cette section, nous examinons comment les interdépendances des parametres intrinseques
peuvent étre modélisées et exprimons les équations de Kruppa prenant en compte cette modélisation.
6.4.4.1 Modélisation de I'interdépendance entre les paramétres intrinséques

Nous supposons que le rapport des distances focales est donné par «, = Tay, O T est connu
et constant. En outre, ’angle © est supposé constant et égal a 90° et ne dépend donc pas d’autres



122 CHAPITRE 6. AUTO-CALIBRAGE

parametres. Quant aux coordonnées du point principal, nous essayons de les exprimer par rapport a
a,y. Dans la suite, nous nous restreignons a des modeles polyndmiaux :

wo(aw) = kpal'+ ...+ kioy + ko
1}0(041,) = lnag+...+lla1,+lo . (6.11)

Afin de déterminer les coefficients k; et [; de ces modeles, nous effectuons une série de calibrages avec
une méthode classique utilisant une mire. Des calibrages doivent étre effectués pour un jeu complet
de positions du zoom. Ceci donne un tableau de valeurs des parametres. Ensuite, on détermine les k;
et [; de facon a approcher au mieux les valeurs obtenues lors de la série de calibrages. Pour construire
un modele suffisamment riche, mais tout de méme de degré minimal m (resp. n, cf. les équations
(6.11)), une méthode de régression robuste peut étre appliquée [128].

6.4.4.2 Influence sur les équations de Kruppa

Les équations de Kruppa ont la forme suivante («,, a été remplacé par T« ; les coefficients des
termes ne sont pas indiqués dans cette équation) :

0 = oi+
2(p,2 2
o (ug + v + ugvo + ug + v + 1)+
4 3 2,2 3 4.3 2 2 3 2 2
ug + ugvo + ugvy + uevy + voug + ugvo + uevy + vy + ug + uovo + vy +uo +vo + 1.

Si ug et vy sont modélisés comme dans les équations (6.11), alors les équations de Kruppa deviennent
des polyndmes en un seul parametre o, et de degré max{4, 4xmax{m, n}}. Dans la suite, nous discutons
les cas particuliers (m = n = 0) et (m = n = 1), puis le cas général.

m = n = 0: point principal fixe. Ce cas a déja été considéré par Hartley [77]. Il est intéressant
de noter que les équations de Kruppa ont alors la forme o + 2 + 1 = 0. La détermination de c,
revient alors a trouver la solution de polyndmes quadratiques, ce qui permet d’obtenir une solution
analytique du probléme.

m,n < 1:point principal effectuant un mouvement de translation. Les équations de Kruppa
sont des polyndmes de degré 4 en «,. Il existe alors aussi une solution analytique pour trouver des
candidats pour «,,. Ce cas est souvent rencontré pour les objectifs a focale variable courants [227].

m > 1oun > 1. Leséquations de Kruppa sont de degré supérieur a 5 et il n’y a pas de solution
analytique. Cependant, puisqu’il s’agit de polyndmes en une variable, la détermination des racines
peut étre faite avec des techniques numériques de maniere stable.

6.4.5 Une méthode d’auto-calibrage basée sur un pré-calibrage

Nous montrons comment le processus de 1’auto-calibrage peut étre simplifié si les expressions
analytiques de I'interdépendance des parametres intrinseques ont été déterminées par pré-calibrage.
Trois équations de Kruppa (dont 2 algébriquement indépendantes) sont associées a chaque paire de
vues. Soit ky; la 7€ équation de Kruppa de la p® paire de vues. Les kp; sont des polyndmes en une
seule variable «,, (voir 6.4.4.2). Le parametre «, recherché est donc la racine commune a toutes les
équations kp;.
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Dans un premier temps, les racines des polyndmes sont calculées séparément. Puisque «,, doit étre
réel et positif, seules les racines ayant ces propriétés sont retenues. Soit Sp; = {rpij | j =1,... ,npi}
I’ensemble des racines réelles et positives de 1’équation k,;. Nous recherchons la meilleure approxi-
mation de la racine qui est commune a toutes les équations (i.e. qui se trouve dans tous les en-
sembles Sy;). Dans ce contexte, nous définissons la « distance » d’un nombre 7 et d’un ensemble
S={ri,...,rp} comme:

d(r,S) = J:r{unn |r —rj| .

) )

Le probleme de 1’auto-calibrage peut alors étre reformulé de la maniére suivante. On cherche @,
avec:

a, = argmin Z d(o, Spi) - (6.12)
Dt

6.4.5.1 Meéthode d’auto-calibrage

Nous proposons un schéma simple et efficace pour la résolution de ce probleme. Considérons la
figure 6.5 (a) qui montre le graphe de la fonction d(r, S) pour un certain ensemble S = {ry,... ,r,}.

La fonction est affine par morceaux et change de pente seulement aux abscisses r; et w Afinde
trouver le minimum global de Zp,i d(r, Spi), il est donc suffisant d’évaluer cette fonction aux seules
abscisses indiquées. L’abscisse qui donne le minimum global est la solution pour «,. Si un nombre
d’équations pair est utilisé, cette abscisse n’est pas unique (voir la figure 6.5 (b), ol le minimum
global se trouve entre les abscisses 20 et 23). Dans ce cas, on choisit le milieu de I’intervalle comme
solution pour a,.

d(,S) 2d(r,s)

60 |- 60 |
50 |-
40
30|
20

10 -

0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

(a) Le graphe de la distance d(r, S) avec (b) Le graphe pour la somme des distances
S = {20, 40, 80}. d(r,S) +d(r,T) avec S = {20, 40,80} et
T = {5,23,69}.

F1G. 6.5: lllustration de la détermination de «, & I’aide de I’équation (6.12). Les lignes verticales
dans les graphes indiquent ou les fonctions doivent &tre évaluées pour trouver le minimum global.

Un exemple de graphes des 3 équations de Kruppa pour 2 vues est montré dans la figure 6.6.
Si beaucoup de vues sont utilisées pour 1’auto-calibrage, des méthodes robustes [128] devraient
étre appliquées pour I’estimation de la racine commune.



124

CHAPITRE 6. AUTO-CALIBRAGE
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F1G. 6.6: Exemple de graphes des 3 équations de Kruppa de 2 vues (en fonction de c,).

La méthode proposée peut étre résumée par le schéma suivant.

Algorithme : Auto-calibrage basé sur un pré-calibrage

0.

Pré-calibrage de la caméra: détermination des relations fonctionnelles des para-
metres intrinséques par rapport a .

. Estimation de matrices fondamentales a partir de correspondances de primitives dans

les images.

. Formulation des équations de Kruppa : calcul des coefficients des mondmes de a,.

. Calcul des racines pour chaque équation de Kruppa; considération des solutions

réelles et positives.

. Détermination de la « meilleure » racine commune a toutes les équations de Kruppa

utilisées. Ceci est la solution pour «,.

. Calcul des autres parametres intrinseéques par les relations fonctionnelles avec o,

établies a 1’étape 0.

6.4.6 Résultats expérimentaux

Nous avons effectué des expériences avec un objectif EIA Servolens, monté sur une caméra de
la marque Pulnix TM-6EX. D’abord, nous avons effectué un pré-calibrage : des calibrages utilisant
une mire (voir la figure 6.7) ont été effectués pour plusieurs distances focales, avec la méthode de
Faugeras et Toscani [65]. Les résultats de ces calibrages sont montrés dans les graphes de la figure
6.8, ol ug, Vg et oy, sont affichés en fonction de a,.

Ensuite, la relation fonctionnelle des parametres intrinseques a été déterminée. Nous avons trouvé
les relations linéaires suivantes :

oy = 1466, up =0.060c, + 184.44 vy = —0.007a,, + 273.19 . (6.13)
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F1G. 6.7: La mire de calibrage.
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(a) Coordonnées (uo,vo) du point principal (en
pixels) en fonction de a,,.

(b) Les valeurs de a,, en fonction de a,.

FI1G. 6.8: Les résultats des calibrages pour différentes distances focales. Pour chaque distance focale,
des images de la mire ont été prises de plusieurs positions. Les droites dans les graphes représentent
les modeles des interdépendances entre les paramétres intrinséques.

L’ auto-calibrage a ensuite été effectué basé sur des images de la mire prises de différents points de
vue, mais sans utiliser les coordonnées 3D des cibles. Nous comparons notre méthode avec un algo-
rithme effectuant une minimisation non linéaire du critere (6.10) par une méthode du type Levenberg-
Marquardt [160]. Contrairement a notre méthode, la minimisation non linéaire requiert une initiali-
sation des parametres intrinseques. Nous utilisons 9 jeux d’initialisation différentes, qui sont tous
cohérents avec le modele (6.13) et qui couvrent tout I’intervalle des distances focales considérées.

La minimisation non linéaire est effectuée en 4 modes différents, selon les parametres intrinseques
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qui sont tenus fixes par rapport a leur valeur initiale :
> le rapport d’échelle 7 ainsi que ug et vg ;
> le rapport d’échelle 7 ;
> ug et vg;
> aucun des parametres.

En résumé, une expérience consiste a appliquer une fois notre algorithme (sans initialisation) et
d’appliquer les 4 versions de la méthode non linéaire, chacune avec les 9 initialisations différentes.
Nous avons effectué 27 expériences de ce type : pour chacune parmi 9 distances focales, 4 images de
la mire ont été prises et 1’auto-calibrage a été effectué en utilisant 2, 3 ou toutes les vues. Les résultats
sont évalués en s’appuyant sur les résultats de calibrages avec la méthode de Faugeras et Toscani,
prenant en compte les coordonnées 3D des cibles de la mire.

Dans la figure 6.9 nous résumons les résultats de I’estimation de «,,. Chaque barre représente le
nombre d’expériences pour lesquelles I’erreur relative de 1’estimation de a,, se trouve dans I’intervalle
indiqué sur I’axe horizontal. Les barres en haut des graphes montrent les résultats de notre méthode et
celles en bas les résultats de la méthode non linéaire. Nous avons trouvé que la méthode non linéaire
atteint les meilleures performances si 7, ug et vo sont tenus fixes par rapport a leur valeur initiale.
Seuls les résultats pour ce mode sont montrés.

2 vues 3vues 4 vues

Méthode
pré—calibrée

o
Y
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FIG. 6.9: Résultats de I’auto-calibrage.

On peut considérer que notre méthode n’a jamais échoué pour plus de 2 vues, tandis que la
méthode non linéaire connait un taux d’échec d’environ 5 %. Tout de méme, si I'initialisation de la
méthode non linéaire est proche des vraies valeurs, les résultats sont généralement bons.

6.4.7 Discussion

Nous avons démontré comment la prise en compte de I’interdépendance entre les parametres in-
trinseques permet de réduire le nombre de parametres a estimer lors de 1’auto-calibrage. Une méthode
non itérative et sans besoin d’initialisation a été proposée et s’est avérée fiable lors d’expériences pré-
liminaires. Le gros inconvénient de la méthode proposée est la nécessité d’un pré-calibrage qui est
souvent difficile a réaliser. Il n’est pas clair si le schéma proposé sera efficace pour des systemes de
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prise d’images ou I’interdépendance des parametres intrinséques suit un modele plus complexe que
celui trouvé avec notre équipement.

Nous avons négligé les effets de la mise au point sur les parametres intrinseques. Ceux-ci pour-
raient €tre pris en compte en effectuant le pré-calibrage pour différentes mises au point. Pour I’auto-
calibrage, les différents modeles d’interdépendance peuvent ensuite étre évalués. Le meilleur est re-
tenu, la décision pouvant se faire par exemple selon ’erreur de reprojection d’une reconstruction
basée sur les parameétres intrinseéques trouveés.

Pour résumer, nous avons examiné si la prise en compte des interdépendances des parametres
intrinseéques peut étre utile pour 1’auto-calibrage. La réponse a priori est positive, mais une évaluation
plus profonde de cette idée reste a faire.

6.5 Conclusion

Il existe une grande variété de méthodes que 1’on peut classer sous le sigle de I’auto-calibrage. La
plupart des méthodes sont congues pour des caméras avec des parametres intrinseéques invariants. Les
équations sous-jacentes semblent étre relativement bien étudiées et le succes des différentes méthodes
dépend certainement largement de la qualité de I’implémentation numérique.

Un autre facteur qui a un impact sur la performance des algorithmes est le choix des points de vue.
Beaucoup de séquences d’images sont typiquement prises avec une trajectoire tres réguliere de la ca-
méra. Nous avons expérimenté la méthode de Triggs (voir 6.2.1.3) avec quelques séquences d’images
disponibles sur Internet. Toutes les séquences testées sont dégénérées pour 1’auto-calibrage général,
c’est-a-dire pour la détermination de tous les 5 parametres intrinseques. Dans le chapitre 7 nous don-
nons une explication, en décrivant des mouvements de caméra critiques pour 1’auto-calibrage. D’un
coté, des mouvements réguliers sur I’ensemble d’une séquence d’images peuvent prohiber 1’auto-
calibrage, d’un autre c6té des mouvements locaux bien choisis y sont souvent bénéfiques. La pos-
sibilit¢ de choix de mouvements particuliers et la stratégie d’évitement de mouvements critiques
dépendent finalement de 1’application envisagée (voir la discussion en 7.12).

Ce qui est peut-étre le plus intéressant pour des applications réelles est 1’auto-calibrage de camé-
ras a focale variable. L’auto-calibrage est possible méme dans le cas extréme ou le seul parametre
intrinséque invariant est le fait que les pixels sont rectangulaires. En pratique, on pourra toujours faire
des hypotheses sur I’invariance de quelques parametres, comme le rapport d’échelle ou souvent le
point principal. Nous avons examiné plus en détail un modele plus flexible, ou la position du point
principal est modélisée par rapport a la distance focale. Un tel modele simplifie 1’auto-calibrage et
peut le rendre plus fiable, mais ceci pour le prix d’un pré-calibrage.

En conclusion, I’application de I’auto-calibrage demande certaines précautions concernant la
prise d’images et de bonnes méthodes numériques.






Séquences critiques de mouvermnents de
caméra pour la reconstruction
euclidienne non calibrée et

I’auto-calibrage

Dans ce chapitre, nous étudions les séquen-

ces de mouvements de caméra qui menent a
des ambiguités inhérentes pour I'auto-calibrage
et la reconstruction euclidienne non calibrée.
Deux modeles de caméra sont traités — la ca-
méra planaire habituelle et la caméra linéaire.

Notre contribution majeure est une description
compléte des séquences de mouvement critiques.
Nous identifions les cas qui ont de I'importance
en pratique et dérivons le degré d'ambiguité
causé par les séquences critiques.

Une partie de ces résultats a été publiée
dans [187, 188].
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7.1 Introduction

Avant de décrire plus précisément notre travail, nous le plagons dans un contexte général en
passant en revue différents types d’ambiguité qui ont été étudiés en vision tridimensionnelle. Nous
distinguons grossierement deux types d’études — des études portant sur des ambiguités intrinseques
ou inhérentes a un probléme, qui ne permettent une solution unique avec aucun algorithme ; et des
études sur l'instabilité en présence de bruit. Les deux phénomenes sont généralement étroitement liés
puisque la présence de bruit pour un scénario a proximité d’une situation intrinsequement dégénérée
est souvent source d’instabilité dans les calculs numériques. Un troisieme probléme est celui des am-
biguités qui sont introduites artificiellement par un algorithme utilisé mais qui ne sont pas inhérentes.

Nous mentionnons d’abord plusieurs types d’ambiguités inhérentes. Le probleme le plus connu
est peut-étre celui des surfaces critiques qui ont été étudiées principalement pour le cas de deux vues
et des correspondances de points [24, 92, 99, 100, 107, 113, 119, 122, 137]. 1l existe certains types de
quadriques tels que, si tous les points 3D observés et les deux centres de projection se trouvent sur la
quadrique, la reconstruction des points (et le positionnement des caméra) est ambigu&. Le probleme
analogue pour des correspondances de droites dans trois vues a aussi été étudié [32, 135, 136]. Ces tra-
vaux décrivent aussi des ambiguités artificielles introduites par un algorithme spécifique (I’algorithme
de Liu-Huang). Récemment, un résultat dual aux surfaces critiques concernant la reconstruction de 6
points vus dans plusieurs images a ét€ obtenu par Maybank [124] : si les 6 points et tous les centres de
projection se trouvent sur un certain type de quadrique, la reconstruction est ambigué. Intuitivement,
une configuration proche d’une surface critique provoque des instabilités numériques en présence de
bruit, par exemple pour le calcul de la matrice fondamentale [119] ou généralement pour la recons-
truction a partir de deux vues [92]. Au lieu de parler de surfaces critiques, on peut alors utiliser la
notion de volume critique qui décrit I’espace de configurations proches a une surface critique [92]. Un
résultat similaire aux surfaces critiques concerne le calibrage d’une caméra a partir d’'une vue d’une
scéne connue. Si tous les points de référence et le centre de projection se trouvent sur une courbe
cubique dans I’espace, il existent des solutions ambigués [31].

Un autre type d’ambiguité inhérente est 1’existence de plusieurs solutions pour des données mini-
males ; ceci est bien connu pour des tches diverses d’orientation. Le cas le plus populaire est celui de
I’orientation relative entre deux vues calibrées a partir de cinq points [44, 61, 90, 99, 108, 138, 148],
ol au maximum 10 solutions peuvent exister. Le résultat analogue pour I’orientation relative non ca-
librée (estimation de la matrice fondamentale) est qu’il y a au maximum 3 solutions avec 7 points
[108, 123, 155]. Pour la configuration duale (au sens de la dualité de Carlsson [34]) de 6 points vues
dans 3 images, Quan a prouvé que la reconstruction projective est possible, aussi a 3 solutions pres
[163] (voir aussi [155]). L’ambiguité de la pose d’une caméra calibrée a partir de 3 points de réfé-
rence (4 solutions) et a partir de 4 points de référence coplanaires (2 solutions) est aussi bien connue
[93, 184, 235]. Des résumés des problemes d’orientation sont donnés par Wrobel [228] et Strunz
[184].

Tandis que I’existence de surfaces critiques dépend et de la configuration de la scéne et des po-
sitions des caméras, nous connaissons une autre famille d’ambiguités qui sont dues uniquement a
des mouvements de caméra spéciaux et donc indépendantes de la scene observée. Il s’agit exacte-
ment du sujet de ce chapitre, notamment la reconstruction euclidienne non calibrée. Il est bien connu
qu’a partir d’une séquence d’images obtenues lors d’un mouvement purement translationnel (méme
avec changement de direction), uniquement la structure affine peut étre trouvée [131, 213]. Avec
des mouvements planaires (translations dans un plan et rotations autour d’axes perpendiculaires au
plan), la structure métrique de la sceéne peut étre déterminée a une échelle, perpendiculaire au plan
du mouvement, pres [6, 226]. Une étude sur I’existence de solutions multiples pour 1’auto-calibrage
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a partir de trois vues a été menée par Zeller et Faugeras [232, 234]. 1l s’agit en effet d’une étude
sur la dégénérescence des équations de Kruppa. Notre travail [187, 188] porte sur une caractérisation
globale des mouvements qui créent des ambiguités dans la reconstruction euclidienne, affine ou dans
I’auto-calibrage, pour un nombre arbitraire de vues et indépendamment de 1’algorithme utilisé.

Passons brievement des ambiguités inhérentes au probleme d’instabilités dues au bruit dans les
positions des points image, qui sont trés prononcées pour des configurations spécifiques. Un probleme
tres étudié est celui de l'instabilité de 1’estimation du mouvement a partir de deux vues calibrées
[2, 19,42, 55, 56, 231]. Les instabilités sont généralement examinées par rapport a plusieurs facteurs,
comme le type de mouvement, le champ de vue, le niveau de bruit dans les images, etc. Szeliski a
récemment considéré I’instabilité de 1’estimation du mouvement pour des séquences d’images ortho-
graphiques et perspectives [199, 200, 201] ou il constate que le facteur primordial est 1’étendue du
mouvement rotationnel de la séquence entiere. D’autres travaux concernent par exemple 1’instabilité
de I’estimation de la matrice fondamentale [119] et de la segmentation d’objets bougeant indépen-
damment [2].

Dans ce chapitre, nous étudions les ambiguités dans la reconstruction euclidienne a partir de
séquences d’images non calibrées. Plus concrétement, nous nous intéressons aux ambiguités dues
aux mouvements de la caméra et qui sont donc présentes indépendamment de la scéne observée.
Nous dérivons une caractérisation des séquences de mouvements critiques qui est indépendante du
nombre de vues et de I’algorithme utilisé€. Nous montrons également quels types de mouvements
permettent d’obtenir au moins une reconstruction affine.

Organisation de ce chapitre. Les dérivations sont basées sur le concept de la quadrique absolue et
son lien avec la reconstruction euclidienne et le calibrage intrinséque. Dans les sections 7.2 a 7.3, nous
passons en revue les principes du calibrage intrinseque et de la reconstruction euclidienne calibrée.
La reconstruction euclidienne non calibrée et ses sous-problémes, I’auto-calibrage et la reconstruction
affine non calibrée, sont traités dans les sections 7.4 et 7.6. Dans la section 7.7, nous introduisons des
notations importantes pour ce chapitre et nous présentons une caractérisation des séquences critiques
qui est a la base de leur dérivation.

Les séquences critiques pour la caméra linéaire sont dérivées dans la section 7.8 et celles pour la
caméra habituelle avec des parametres intrinséques constants dans la section 7.9. Dans la section 7.10,
nous décrivons quelques ambiguités artificielles qui sont dues a I’algorithme utilisé. Des aspects pra-
tiques sur la réduction du degré de 1I’ambiguité dans la reconstruction et I’identification automatique
de séquences critiques sont discutés dans la section 7.11. Le chapitre est clos par des conclusions.

7.2 Calibrage intrinséque

Nous rappelons que le calibrage intrinseque d’une caméra peut étre représenté par I’'image de la
quadrique absolue de I’espace correspondant (cf. la section 2.7.3). Nous illustrons la projection de la
quadrique absolue pour les trois modeles de caméra considérés.

Le cas habituel d’une caméra planaire est illustré dans la figure 7.1. La quadrique absolue de P3
est la conique absolue {2,,. Sa projection we, est une conique qui est, tout comme la conique absolue,
imaginaire. Puisque le centre de projection est en dehors du plan support de 2, (le plan a I’infini), la
conique wy, est en plus propre.

Le centre de projection d’une caméra affine (planaire) se trouve dans le plan a I’infini. L image de
la conique absolue est donc une conique dégénérée. Plus précisément, wq, est une conique de deux
points imaginaires conjugués qui se trouvent sur la droite a I’infini du plan image. Ces points sont les
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F1G. 7.1: Projection de la conique absolue pour une caméra planaire.

projections des points cycliques du plan image (voir figure 7.2, cf. aussi la section 6.2.8). Le centre
de projection est un point réel ; les deux points image conjugués ne peuvent donc pas collaber en un

seul point réel.
Droite a l'infini '|‘|'
plan image 0 y
\

F1G. 7.2: Projection de la conique absolue pour une caméra affine.

La quadrique absolue pour la caméra linéaire est constituée des deux points cycliques du plan
de mouvement. Nous ne considérons que le cas d’une caméra linéaire perspective, c’est-a-dire que le
centre de projection se trouve hors la droite a I’infini du plan. La projection de €24, est une conique
Weo constituée de deux points imaginaires conjugués.

7.3 Reconstruction euclidienne calibrée

La reconstruction euclidienne est équivalente a la détermination de la quadrique absolue (cf. la
section 2.7.3). Ici, nous considérons le cas de caméras calibrées, i.e. on connait leur calibrage in-
trinseque. Par conséquent, les projections de la quadrique absolue dans les images considérées sont
connues. Nous décrivons dans la suite comment on peut déterminer la quadrique absolue en partant
d’une reconstruction non calibrée (projective ou affine).

Considérons le cas de deux caméras planaires. Supposons qu’on a établi une reconstruction pro-
jective. Pour chaque caméra on peut construire le cone de projection de la conique absolue puisque
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®

F1G. 7.3: Projection des points cycliques pour une caméra linéaire.

son image est connue. Ces deux cOnes sont définis dans le repere de la reconstruction projective.
L’intersection des cdnes consiste en général de deux coniques 3D (voir la figure 7.4), dont une est
la conique absolue. La conique absolue est alors déterminée a deux solutions pres. Une troisieme
caméra permet de résoudre cette ambiguité. Supposons que la vraie conique absolue a été identifiée.
Pour obtenir la reconstruction euclidienne il suffit d’effectuer un changement de repére pour que la
conique absolue retrouve sa position canonique.

Les deux solutions

F1G. 7.4: Détermination de la conique absolue avec 2 caméras planaires calibrées.

Avec deux ou plusieurs caméras affines, la reconstruction affine est possible sans connaitre le ca-
librage intrinseéque (cf. la section 3.5.2). Pour déterminer la conique absolue, il suffit d’opérer dans le
plan a I’infini désormais connu. Chaque caméra affine calibrée donne deux contraintes sur la position
de la conique absolue : les rayons de projection des deux points de wqo sont tangents a .. Il faut
alors un minimum de trois caméras affines afin de pouvoir établir une reconstruction euclidienne (voir
la figure 7.5).

Pour ce qui est des caméras linéaires, la reconstruction projective demande un minimum de 3 vues.
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S/

F1G. 7.5: Détermination de la conique absolue avec 3 caméras affines calibrées.

Ayant établi la reconstruction projective, les points cycliques peuvent étre déterminés en n’utilisant
que deux vues. Ils sont trouvés par intersection des rayons de projection de leurs images. Puisqu’il
s’agit de deux paires de rayons de projection, il y a 4 points d’intersection et a priori il existent
deux possibilités pour I’attribution des points cycliques. Si les deux vues sont obtenues par la méme
caméra (i.e. par des caméras avec le méme calibrage intrinseque), on peut résoudre cette ambiguité
(cf. la section D.1.1). Sinon, la troisieme vue qui est nécessaire pour la reconstruction projective,
permet également d’obtenir une solution unique (bien siir a une transformation euclidienne pres).

F1G. 7.6: Détermination des points cycliques avec 3 caméras linéaires calibrées.

7.4 Reconstruction euclidienne non calibrée

Comme pour le cas calibré, il s’agit de déterminer la quadrique absolue, mais cette fois-ci sans
connaitre le calibrage intrinseque des caméras ! Nous excluons aussi des connaissances sur la structure
3D de la scéne et sur le mouvement des caméras. Les seules informations a priori concernent la nature
de la quadrique absolue et de ses projections :

Cameéras perspectives La quadrique absolue est une conique 3D imaginaire et propre, tout comme
ses projections.

Caméras affine La quadrique absolue est une conique 3D imaginaire et propre. Son plan support
(Ie plan a I’infini) contient les centres de projection. Ses projections sont constituées de deux
points imaginaires conjugués sur la droite a I’'infini dans les images.

Cameéra linéaire La quadrique absolue consiste de deux points imaginaires conjugués, tout comme
ses projections.

La reconstruction euclidienne n’est possible que si des informations supplémentaires sont disponibles.
Les seules informations que nous admettons sont la connaissance partielle de parametres intrinseques
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(e.g. le rapport d’échelle ou le fait que les pixels sont rectangulaires) ou le fait que les vues sont prises
par la méme caméra. Il ne s’agit que de contraintes indirectes sur la position de la quadrique absolue
— elles sont effectivement des contraintes sur ses projections.

Nous appelons 1’ensemble de ces informations sur la nature de la quadrique absolue et sur ses
projections les contraintes pour la reconstruction euclidienne. Nous pouvons esquisser un procédé
pour la reconstruction euclidienne comme suit. Supposons qu’une reconstruction projective (ou af-
fine dans le cas de caméras affines) a été obtenue. La reconstruction euclidienne revient ensuite a la
détermination de la quadrique qui satisfait toutes les contraintes. S’il y a une solution unique, il s’agit
obligatoirement de la quadrique absolue. La reconstruction euclidienne est déterminée en effectuant
un changement de repere qui ramene la quadrique absolue a sa position canonique.

S’il existent plusieurs quadriques satisfaisant les contraintes, il n’y a pas de solution unique pour
la reconstruction euclidienne parce qu’il y a ambiguité dans la détermination de la quadrique absolue.
Nous appelons toutes ces quadriques des quadriques absolues potentielles. Si nous considérons
explicitement une telle quadrique qui est différente de la vraie quadrique absolue, nous parlons d’une
fausse quadrique absolue.

7.5 Auto-calibrage

Méme si la reconstruction euclidienne n’a pas de solution unique, il est éventuellement possible
de déterminer le calibrage intrinseque d’une caméra. Le meilleur exemple pour cette situation est une
caméra planaire effectuant des rotations pures autour du centre de projection (cf. la section 6.2.3.1).

Rappelons que la détermination des parametres intrinséques est équivalente a la détermination de
la projection de la quadrique absolue. S’il existe une seule quadrique absolue potentielle, sa projection
donne directement le calibrage intrinseque. Sinon, il faut distinguer deux cas :

> les projections de toutes les quadriques absolues potentielles coincident. Dans ce cas, le cali-

brage intrinseque peut étre déterminé bien que la reconstruction euclidienne ne soit pas pos-
sible ;

> il existent de fausses quadriques absolues dont des projections sont différentes de la projection
de la vraie quadrique absolue. Dans ce cas, ni la quadrique absolue ni sa projection peuvent
étre identifiées de maniere unique et 1’auto-calibrage n’est pas possible.

Des exemples pour ces cas sont donnés plus bas.

7.6 Reconstruction affine non calibrée

La reconstruction affine est équivalente a la détermination de I’hyperplan a I’infini du monde. Une
caractérisation complete de cet hyperplan est qu’il est le plan support de la quadrique absolue. S’il
existe une seule quadrique absolue potentielle, son plan support doit alors &tre 1’hyperplan a I’infini.
Sinon, il faut distinguer deux cas :

> toutes les quadriques absolues potentielles sont « coplanaires ». Dans ce cas, ’hyperplan a
I’infini peut étre identifié comme étant leur plan support commun, ce qui implique que la re-
construction affine est possible ;

> il existent de fausses quadriques absolues non coplanaires avec la vraie quadrique absolue. Dans
ce cas, il est possible que I’hyperplan a I’infini ne peut pas étre identifié de manicre unique et
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que la reconstruction affine n’est pas réalisable. Nous appelons tous les hyperplans support de
quadriques absolues potentielles des hyperplans a I’infini potentiels. Nous distinguons aussi
les faux hyperplans a I’infini du vrai hyperplan a I’infini.

Nous donnons des exemples pour ces cas plus bas.

7.7 Séquences de mouvements critiques

Nous définissons une séquence d’images S comme étant un ensemble (qui peut étre infini) de
matrices de projection P; :

S={Pili=1,...m} .
Considérons la décomposition des projections en parametres intrinséques et extrinseéques :
P; ~ KZRZ( I | — ti) .

Nous appelons 1’ensemble des orientations extrinséques, ¢’est-a-dire ’ensemble {(R;, t;)|i = 1,...,m},
la séquence de mouvements sous-jacente a S. L’ensemble des matrices des paramétres intrinséques
K; est appelé le calibrage intrinséque de la séquence d’images.

Une séquence d’images pour laquelle de fausses quadriques absolues existent est appelée sé-
guence d’images critique pour la reconstruction euclidienne. Un repére dans lequel une quadrique
absolue potentielle est a la position canonique de la quadrique absolue est appelé repére euclidien
potentiel. Une reconstruction dans un repere euclidien potentiel est une reconstruction euclidienne
potentielle.

Dans la suite, nous nous intéressons principalement aux séquences des mouvements sous-jacentes
a des séquences d’images critiques. Si une séquence d’images est critique, nous appelons aussi la
séquence de mouvements sous-jacente critique. Pour une quadrique absolue potentielle €2, nous di-
sons aussi que la séquence d’images et la séquence de mouvements sont critiques par rapport a
Q. Puisque nous considérons le probléme de la reconstruction euclidienne, le repére du monde est
définie a une transformation euclidienne pres. Tout ce qui importe sont alors les mouvements relatifs
entre les vues. Nous pouvons alors, sans perte de généralité, choisir le repere euclidien dans lequel la
séquence de mouvements est définie, de maniere arbitraire.

Dans les sections suivantes, nous dérivons les séquences de mouvements critiques pour différents
modeles de caméra. Des définitions plus précises des séquences critiques et des quadriques absolues
potentielles sont données pour chaque cas traité.

Les modeles de caméra considérés sont les suivants.

> Caméra planaire perspective avec des parametres intrinseques constants. Ceci est le scénario le
plus étudié pour la reconstruction euclidienne non calibrée. Le probléme est généralement évo-
qué en termes de 1’auto-calibrage de la caméra. Ces deux tiches sont presque équivalentes ; la
reconstruction euclidienne inclut le (auto-)calibrage mais le réciproque n’est pas toujours vrai.
Par exemple, une caméra effectuant des rotations pures peut étre calibrée, mais la reconstruc-
tion n’est pas possible. Parfois, s’il n’y a pas de possibilité de confusion, nous allons utiliser
I’expression auto-calibrage a la place de reconstruction euclidienne non calibrée, afin de sim-
plifier les expressions. Les séquences de mouvements critiques pour ce scénario sont dérivés
dans la section 7.9.

> Caméra linéaire perspective avec des parametres intrinseques constants. C’est le cas le plus
simple et nous commencons avec lui afin d’introduire notre fagon de procéder.
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7.8 Séquences critiques de la caméra linéaire

Nous considérons le probleéme de la reconstruction euclidienne a partir d’une séquence d’images
prises par une caméra linéaire avec des parametres intrinséques constants. En 6.3, nous proposons une
méthode pour le sous-probleme de 1’auto-calibrage. Ici, nous dérivons les séquences de mouvements
critiques pour le probleme général de la reconstruction euclidienne.

Rappelons d’abord quelques notions importantes. La quadrique absolue du monde de la caméra
linéaire (le plan projectif P?) est la paire des points cycliques, qui, dans un repére euclidien, ont les
coordonnées :

1 1
I~ [+ I~ |-1),
0 0

ot I est donné par I = /—1. Soit Q, la conique formée de ces deux points. La reconstruction eucli-
dienne revient a déterminer I et J ou, puisqu’il s’agit de points imaginaires conjugués, a déterminer
seulement un des deux points.

Les contraintes pour trouver les points cycliques sont les suivantes.

> Les points cycliques sont des points imaginaires, tout comme leurs projections (nous ne consi-
dérons que des projections avec des coefficients réels).

> Les parametres intrinseques sont constants, donc les projections de chaque point cyclique sont
identiques dans toutes les vues (voir la preuve en D.1.1).

Nous soulignons que non seulement les projections de la conique 2, des points I et J sont identiques
dans toutes les vues, mais aussi les projections des points individuels.

Si notre séquence de mouvements consistait de tous les mouvements rigides possibles (il y en a
00%), les points cycliques seraient les seuls points satisfaisant ces contraintes. Sinon, il y a la possi-
bilité de I’existence d’une ou de plusieurs autres paires de points de P2 avec les mémes propriétés.
Dans ce cas, les points cycliques ne peuvent pas étre identifiés sans ambiguité et le probleme de la
reconstruction euclidienne est dégénéré.

Dans la suite, nous définissons quelques notations qui aident a caractériser cette situation.

DEFINITION 7.1 Soit S une séquence d’images.

Un point imaginaire Q' de P? est un point cyclique potentiel si ses projections dans toutes les
vues de S sont des points imaginaires identiques. Son conjugué Q7 est alors aussi un point cyclique
potentiel. Un repére dans lequel un point cyclique potentiel et son conjugué ont les coordonnées
(1,+£1, O)T, est un repeére euclidien potentiel. Une reconstruction dans un repére euclidien potentiel
est une reconstruction euclidienne potentielle.

La séquence S est critique s’il existe de faux points cycliques, c’est-a-dire des points cycliques
potentiels différents des vrais points cycliques. Si Q! est un faux point cyclique, on dira que la sé-
quence d’images est critique par rapport a QX.

Il est important de noter que la question si un point est un point cyclique potentiel, ne dépend que
de la séquence de mouvements sous-jacente a la séquence d’images et non du calibrage intrinseque.
Soit Q! un point cyclique potentiel, i.e. :

PiQINPjQIa 1S17]Sm .
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Puisque P; et P; ont les mémes parametres intrinséques K, nous pouvons €crire :
KR( I [-t)Q'~KR;( I [-t)Q".
Il en découle que :
Ri( I [-t)Q ~Ri( T |-¢t)Q".

Donc, il suffit de ne considérer que les mouvements de la caméra pour déterminer les points cycliques
potentiels. Nous transférons les définitions 7.1 des séquences d’images directement aux séquences de
mouvements sous-jacentes.

Dans la suite nous dérivons les séquences de mouvements critiques. Nous le faisons d’une maniere
constructive : étant donné un point imaginaire quelconque Q' et une position de caméra initiale, nous
déterminons toutes les autres positions de caméra qui forment ensemble une séquence critique. Il
s’agit donc de trouver les positions de caméra pour lesquelles la projection de Q! est la méme que
dans la vue initiale. Nous dérivons les séquences critiques de deux manieres, une plus géométrique,
utilisant le birapport de droites et de points, une deuxieme algébrique.

Notons d’abord qu’une rotation de 180° autour du centre de projection de la caméra linéaire
n’affecte pas la projection : effectuer une telle rotation revient a pré-multiplier la matrice de rotation
actuelle par la matrice diag(—1, —1), donc un multiple de I’identité, ce qui ne change pas la matrice
de projection au sens des coordonnées homogenes.

7.8.1 Dérivation géométrique des séquences critiques

7.8.1.1 Positions du centre de projection

Soit Q! un faux point cyclique et Q’ son conjugué. Soient qf et q;-l leurs projections dans la
1€ vue et i; et j; les projections des vrais points cycliques. Par définition, nous avons :

q ~dj, af ~q] , i~i;, ji~ii . 1<4,5<m .
Il en découle que le birapport de ces 4 points est le méme pour toutes les images :
{ii,ji;ai,af } = {ij,Jj;9,a]} -
Par conséquent, le birapport des rayons de projection associés est également constant :
{(Ci,1),(C;,3);:(Ci,Q"), (C1,Q)} = {(C;,1),{C;,3);(C;, Q") (C;, Q7))

ou C; est le centre de projection de la 7€ vue:

- (1)

Si nous excluons le cas que Q' et Q7 sont des points a I’infini, nous pouvons conclure que tous
les centres de projection doivent se trouver sur une conique ! W. Cette conique contient également
Q!, Q7 et les points cycliques I et J. Donc, ¥ est un cercle (voir la figure 7.7 (a)). Ce cercle peut
dégénérer de maniere a avoir un rayon nul, ce qui veut dire qu’il y a un seul centre de projection
possible (cf. la figure 7.7 (b)).

1. Quatre points et un birapport définissent une conique de la maniere suivante : les points, dont les droites joignant les
quatre premiers points ont le birapport donné, forment une conique. Les quatre premiers points se trouvent également sur
cette conique.
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(a) Cas général. (b) Cercle ¥ de rayon nul.

FIG. 7.7: Les centres de projection dans une séquence qui est critique par rapport a un point Q7
non a I’infini (et par rapport au point conjugué Q) se trouvent sur un cercle ¥. Ce cercle contient
également Q' et Q” (dans le dessin ¢’est montré autrement, puisqu’il s’agit de points imaginaires).

Il nous faut aussi regarder le cas que nous avons exclu ci-dessus, i.e. des points Q' et Q7 a
I’infini. Puisque les quatre points Q!, Q”, I et J sont maintenant collinéaires, les rayons de projection
ont le méme birapport, indépendamment de la position du centre de projection. Il n’y a donc aucune
contrainte sur la position des centres de projection.

Nous venons de dériver des conditions nécessaires pour des séquences de mouvements critiques
par rapport 2 Q! et Q”, qui concernent uniquement la position des centres de projection. Dans la
suite, nous considérons les rotations de la caméra.

7.8.1.2 Rotations de la caméra

Considérons d’abord le cas ot Q' est a I’infini. Il est facile de voir que les projections d’un point
a I’infini sont identiques dans toutes les vues exactement si la caméra n’effectue que des translations
pures, suivies éventuellement d’une rotation de 180°. Ce cas est illustré dans la figure 7.8. Dans ce cas,
les projections de tous les points a I’infini sont identiques dans les vues. L’existence d’un faux point
cyclique a I’infini implique alors que tous les points imaginaires a 1’infini sont des points cycliques
potentiels.

Nous dérivons maintenant des contraintes sur les rotations relatives entre les vues si Q! n’est pas
a I'infini. Considérons d’abord le cas spécial ou le cercle ¥ est de rayon nul, i.e. 'unique centre de
projection de la séquence est le point d’intersection des droites (I, Q') et (J, Q”) (cf. la figure 7.7
(b)). Les projections de Q' et Q” coincident alors avec i respectivement j. Puisque i et j ne sont
pas affectés par des rotations de la caméra, c’est aussi le cas pour les projections de Q! et Q. Nous
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FIG. 7.8: Séquence de mouvements critique par rapport aux points imaginaires a I’infini : la caméra
effectue des translations pures, suivies éventuellement d’une rotation de 180°.

concluons que la séquence est critique méme si la caméra effectue des rotations quelconques. Ceci
n’est pas étonnant : aucune reconstruction, ni projective ni euclidienne, n’est possible avec des images
prises du méme point de vue, et des rotations arbitraires n’y changent rien.

Considérons maintenant le cas général ou le rayon de ¥ est non nul. Soit Q un point quelconque
et C un centre de projection, tous deux sur ¥. D’apres le théoreme de Chasles, le birapport des droites
(C,Q), (C,Q1), (C,I) et (C, J) est le méme pour tous les centres de projection C. Par conséquent,
le birapport des projections de Q, Q”, I et J est le méme dans toutes les vues. Puisque les projections
de QI,I et J sont identiques dans toutes les vues, il en est de méme pour les projections de Q2.
Comme nous avons pris pour Q un point quelconque sur ¥, nous avons alors dérivé une condition
nécessaire sur les rotations relatives : la séquence est critique si et seulement si les projections de
tous les points de ¥ sont identiques dans toutes les vues. Nous pouvons constater que tous les points
imaginaires sur ¥ sont des points cycliques potentiels. Dans la figure 7.9 nous montrons un exemple
d’une telle séquence critique.

7.8.2 Deérivation algébrigque des séquences critiques

Nous redérivons les séquences de mouvements critiques de maniere algébrique, afin d’illustrer
notre maniere de procéder pour les autres modeles de caméra. Les résultats qui sont rapportés dans la
suite sont bien slir identiques aux résultats du paragraphe précédent.

Soit Q! un faux point cyclique. Considérons une position de caméra initiale représentée par R; et
t1. Nous déterminons les séquences de mouvements critiques par rapport 2 Q! en déterminant toutes
les autres positions de caméra pour lesquelles Q! a la méme projection que dans la vue initiale, i.e.
nous cherchons tous les Ry et t9 avec:

Ro( I |—-t2)Q" ~ Ri(I|-t)Q".

Soit R = RJ Ry la rotation relative entre les vues 1 et 2. La condition de la projection identique de Q'
dans les deux vues s’exprime alors par :

(I]-t)Q" ~ R(I|-t)Q". (7.1)

Au lieu de déterminer directement les rotations Rs, nous considérons alors les rotations relatives R
entre les vues. Nous séparons les dérivations en deux parties, selon que Q/ se trouve a I’infini ou non.

2. 3 points et un birapport fixent la position d’un quatriéme point.
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F1G. 7.9: Nous savons déja que les centres de projection dans une séquence qui est critique par rap-
port a un point non a I’infini se trouvent sur un cercle . En plus, les rotations des vues doivent &tre
cohérentes : tous les points du cercle ¥ ont la méme projection dans toutes les vues. Dans cette figure,
nous illustrons ceci pour le cas du point qui se projette sur le centre de I’image. Sur la gauche, nous
affichons des vues regardant vers I’intérieur du cercle et sur la droite des vues regardant vers I’ex-
térieur ; ceci pour illustrer que des rotations de 180° n’affectent pas la transformation de projection
d’une caméra linéaire.

7.8.2.1 Points cycliques potentiels a I’infini

Soit Q! donné par:

L’équation (7.1) s’écrit alors comme :

Q ~ RQ . (7.2)

On constate que les positions t; des centres de projection n’ont aucune importance, comme c’est le

L e T . =~
cas pour les projections de tous les points a ’infini. L’équation (7.2) signifie que Q" est un vecteur
propre de R. Toute matrice de rotation 2 x 2 a les deux points (1,+7 )T comme Vecteurs propres.

Le cas que QI est I'un de ces deux points signifie que Q/ est un vrai point cyclique. Nous ne nous
intéressons qu’a des faux points cycliques : les seules rotations avec d’autres vecteurs propres que
ceux mentionnés sont les rotations d’angle 0° ou 180°. Par conséquent, pour qu’il existe un faux
point cyclique il faut que les rotations relatives entre des paires de vues soient des rotations de 0° ou
180°. Les mouvements de caméra dans la séquence critique sont donc exactement des translations
pures, suivies éventuellement de rotations de 180°.

De telles rotations sont représentées par la matrice identité (a un facteur 1 pres) ce qui veut
dire que tous les points a I’infini sont projetés sur des points identiques dans toutes les vues. Par
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conséquent, s’il existe un seul faux point cyclique, tous les points imaginaires sur la droite a I’infini
sont des points cycliques potentiels.

7.8.2.2 Points cycliques potentiels finis

Dans la section 7.7, nous avons déja mentionné que le repere euclidien du monde peut étre choisi
de maniére arbitraire. Donc, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que Q! est donné par :

pour un scalaire réel et non nul a. Une des contraintes sur les points cycliques potentiels est que leurs
projections sont des points imaginaires. Nous devons alors exclure le cas d’un centre de projection
sur la droite engendrée par Q' et son point conjugué. Dans notre cas, il s’agit de la droite Y = 0, et
nous pouvons supposer que :

tig 7é 0 , 1 = 1,...,m . (73)

L’équation (7.1) s’écrit comme :

al —t9 al —t11
~ R . 7.4

Si nous représentons la rotation relative R par:
(cos B —sin ﬁ)
R=1{". ,
sin@ cosf
I’équation (7.4) devient :

<aI — t21> N <aI cos 3 —ti11cos B+ t1g Sinﬂ)

—t99 alsinB —t118in 8 — t19cos B

La multiplication croisée des coefficients de ces vecteurs donne :

cos B(t11tas — tiater) + sin B(a® — tiatas — tirtar)+
al(cos B(ti1g — to2) +sinB(t1y +t21)) = 0 .

Nous obtenons donc deux équations, dues a 1’annulation des parties réelle et imaginaire de cette
équation :

cos B(t11tay — tigtar) + sin B(a® — t1atey — t1ityr) = 0 (7.5)
CcOoS ﬂ(tlz — t22) + sin ,B(tn + t21) = 0. (7.6)

Positions du centre de projection. Calculer la tangente de 3 avec les deux équations et les mettre
a égalité mene a une équation en termes des seules positions des centres de projection t; et ty :

tiots, + tiotdy — (139 + 12 )t + a2 =0 .
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C’est une équation quadratique en les coefficients de to, représentée par une matrice symétrique VU :

t12 0 0 i1
(tzl, 192, 1) 0 t19 —%(a2 + t%l + t%Q) taa | =0 . (7.7)
0 —1(a®+¢ +1t}) a’t1y 1
v

La matrice ¥ représente un cercle, centré a:

0
2 2 2
= | ity
Cu 2t12
1

Nous pouvons conclure que les caméras dans une séquence critique par rapport & Q! doivent se
déplacer sur un cercle, qui est déterminé par Q7 et la position t; de la vue initiale.

Nous examinons maintenant s’il existent des cas spéciaux ot le cercle ¥ dégénere. Le déterminant
de W est calculé comme :

1
det ¥ = —Ztm((a - t12)2 + t%l)((a + t12)2 + t%l) .

Comme nous avons exclu le cas 12 = 0 (cf. ’équation (7.3)), il faut donc que les deux conditions
suivantes soient remplies pour que ¥ dégénere :

tn = 0 (7.8)
t12 = Za . (79)
Sous ces conditions, ¥ devient :
+a 0 0
V=0 Z4a —a?] ,
0 —a? +d3

ce qui représente une conique de deux droites imaginaires, dont le point d’intersection est le seul
point réel. Autrement dit, ¥ est un cercle de rayon nul. Le point réel de ¥ est donné par (0, +a, l)T,
ce qui n’est rien d’autre que la position de caméra initiale (cf. les équations (7.8) et (7.9)). Nous en
concluons que, si la vue initiale est prise de cette position, les autres vues doivent également étre
prises de cette position pour que la séquence soit critique par rapport a Q7.

Rotations de la caméra. Aprés avoir traité les positions des centres de projection, il nous reste a
examiner les possibilités pour les rotations.

Considérons d’abord le cas spécial oil les centres de projection coincident tous au point (0, +a, l)T.
Evidemment, dans ce cas aucune reconstruction n’est possible puisqu’il n’y a pas d’information de
profondeur. On peut vérifier que les équations (7.5) et (7.6) deviennent des tautologies, comme sou-
haité. Donc, méme si la caméra effectue des rotations quelconques autour du centre de projection, la
séquence d’images est critique (on verra plus bas que 1’auto-calibrage est, en revanche, possible).

Regardons maintenant le cas ot la caméra se déplace sur un cercle de rayon non nul. Les équations
(7.5) et (7.6) ne dégénerent pas ce qui veut dire qu’il y a une seule solution pour la tangente de 1’angle

3. Les deux droites de la conique sont les droites isotropiques de leur point d’intersection [20], c’est-a-dire les droites
qui le relient aux deux points cycliques.



144 CHAPITRE 7. SEQUENCES DE MOUVEMENTS CRITIQUES

[ de la rotation relative entre deux vues. Il y a donc deux rotations relatives possibles, qui different
par une rotation de 180°. La dérivation d’une formule qui calcule 3 en fonction de t;,t, et Q' est
facile.

Dans I’annexe D.1.2, nous prouvons un fait qui permet de décrire les orientations relatives dans
une séquence critique de maniére plus illustrative. Notamment, non seulement les projections de Q?
sont identiques dans toutes les vues, mais aussi les projections de tous les points sur le cercle ¥, soient
ils imaginaires ou réels !

7.8.3 Auto-calibrage et reconstruction affine

Avec une séquence critique on ne peut alors pas obtenir une reconstruction euclidienne. Il est tout
de méme intéressant d’étudier la question si au moins une reconstruction affine ou 1’auto-calibrage
sont possibles. Dans ce paragraphe, nous donnons des réponses a cette question.

Considérons d’abord le cas d’un seul centre de projection et de rotations quelconques. Evidem-
ment, aucune reconstruction n’est possible. Tout de méme, I’auto-calibrage est généralement faisable :
si la caméra effectue au moins une rotation de degré différent de 0° et 180°, tous les points cycliques
potentiels se trouvent sur les deux droites isotropiques du centre de projection C, i.e. sur les droites
reliant C avec I et J. Donc, les projections de tous les points cycliques potentiels coincident et il y
a une solution unique pour wy, (la conique des projections des points cycliques) et les parametres
intrinseques.

Considérons le cas d’un faux point cyclique a I’infini. Nous avons déja mentionné que 1’existence
d’un seul tel point implique que tous les points imaginaires de la droite a ’infini sont des points
cycliques potentiels. En outre, on peut vérifier qu’il n’y a aucun point cyclique potentiel hors la droite
a I’infini. Donc, la droite a I’infini peut étre identifiée comme étant la droite supportant tous les points
cycliques potentiels ; la reconstruction affine est alors possible. L’auto-calibrage, par contre, n’est
pas possible : les projections des points cycliques potentiels couvrent toute la partie imaginaire de la
droite image. Il n’est donc pas possible de contraindre la position de wq.

Le dernier cas a considérer concerne un cercle ¥ de rayon non nul. Nous avons déja pu constater
que tous les points imaginaires sur ¥ sont des points cycliques potentiels. Comme pour le cas pré-
cédent, les projections des points cycliques potentiels couvrent toute la partie imaginaire de la droite
image, ce qui fait que 1’auto-calibrage n’est pas possible. En ce qui concerne la reconstruction affine,
nous constatons qu’il existe une infinité de droites a I’infini potentielles, notamment toutes les droites
reliant des points imaginaires sur ¥ et leurs conjugués. Ces droites sont exactement les droites qui ne
coupent ¥ en aucun point réel. Il est claire que la reconstruction affine n’est pas possible.

7.8.4 Résumé

Le tableau 7.1 résume les résultats de cette section.

7.9 Séquences critiques de la caméra planaire avec des paramétres in-
trinseques constants

Nous considérons le probleme de la reconstruction euclidienne & partir d’une séquence d’images
prises par une caméra planaire avec des parametres intrinseques constants (voir la section 6.2.1 pour
une revue de méthodes d’auto-calibrage).
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Points cycliques | Centres de projection | Rotations Auto- Reconstr.
potentiels calibrage | affine
A l'infini Quelconques Les rotations relatives | Non Oui
sont de 0° ou 180°
Non a I’infini Sur un cercle conte- | Tous les points du | Non Non
nant le point cyclique | cercle sont fixés dans
potentiel les vues
Une seule position | Quelconques Oui Non
(cercle de rayon nul)

TAB. 7.1: Les séquences critiques de la caméra linéaire. Pour chaque type de séquence critique nous
indiquons si I’auto-calibrage ou la reconstruction affine sont possibles.

La quadrique absolue du monde de la caméra planaire (I’espace projectif P?) est la conique
absolue €),. La reconstruction euclidienne revient a déterminer {2,. Les contraintes pour trouver la
conique absolue sont les suivantes.

> La conique absolue est une conique imaginaire et propre, tout comme ses projections.

> Les parametres intrinseéques sont constants, donc les projections de la conique absolue sont
identiques dans toutes les vues.

Contrairement au cas de la caméra linéaire, les projections de la conique absolue ne sont pas fixes
point par point ; les coniques image sont seulement globalement identiques.

Si notre séquence de mouvements consistait de tous les mouvements rigides possibles (il y en
a 00%), la conique absolue serait la seule conique 3D ayant ces propriétés. Sinon, une ou plusieurs
autres coniques avec les mémes propriétés peuvent exister. Dans ce cas, la conique absolue ne peut
pas étre identifiée sans ambiguité et le probleme de la reconstruction euclidienne est dégénéré.

Dans la suite, nous définissons quelques notations qui aident a caractériser cette situation.

DEFINITION 7.2 Soit S une séquence d’images.

Une conique 3D imaginaire et propre €2 est une conique absolue potentielle si ses projections
dans toutes les vues de S sont des coniques imaginaires et propres identiques. Un repére dans lequel
une conique absolue potentielle a des coordonnées canoniques (cf. la section 2.7.3) est un repére
euclidien potentiel. Une reconstruction dans un repére euclidien potentiel est une reconstruction
euclidienne potentielle.

La séquence S est critique s’il existe de fausses coniques absolues, c’est-a-dire des coniques
absolues potentielles différentes de la vraie conique absolue. Si € est une fausse conique absolue, on
dira que la séquence d’images est critique par rapport a Q.

Il est important de noter que la question si une conique est une conique absolue potentielle, ne
dépend que de la séquence de mouvements sous-jacente a la séquence d’images et non du calibrage
intrinséque (voir la preuve dans la section D.2.1). Donc, il suffit de ne considérer que les mouvements
de la caméra pour déterminer les coniques absolues potentielles. Notamment, nous pouvons supposer
que les matrices de projection prennent la forme (cf. I’annexe D.2.1):

Pi~Ri( T |—t) .

Nous transférons les définitions 7.2 des séquences d’images directement aux séquences de mouve-
ments sous-jacentes.
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Dans la suite nous dérivons les séquences de mouvements critiques. Nous le faisons d’une maniere
constructive : étant donné une conique 3D imaginaire et propre quelconque €2 et une position de
caméra initiale, nous déterminons toutes les autres positions de caméra qui forment ensemble une
séquence critique. Il s’agit donc de trouver les positions de caméra pour lesquelles la projection de 2
est la méme que dans la vue initiale.

7.9.1 Dérivation des séquences critiques

Soit {2 une fausse conique absolue et une position de caméra initiale représentée par Ry et t;.
Nous déterminons les séquences de mouvements critiques par rapport a € en déterminant toutes les
autres positions de caméra pour lesquelles 2 a la méme projection que dans la vue initiale. Puisque
la projection de €2 doit étre une conique propre, nous devons exclure que les caméras se trouvent sur
le plan support de 2.

Nous séparons les dérivations en deux parties, selon que €2 se trouve sur le plan a I’infini ou non.

7.9.1.1 Coniques absolues potentielles sur IT,

Nous considérons le cas ou €2 se trouve sur le plan a I'infini. Soit C sa représentation matricielle
dans IT,. La projection de 2 dans la i€ vue est alors donnée par:

Ww; ~ RiCRZ’T .

I1 est important de noter que la projection de €2 ne dépend que de la rotation de la caméra, non de la
position du centre de projection. Ceci est attendu puisque les translations n’affectent pas des entités
sur le plan a I’infini.

Dans la suite, nous dérivons des conditions sur les rotations de la caméra qui font que la séquence
entiere est critique. Considérons les vues 1 et 2. Les projections de €2 sont identiques si :

R;CR{ ~ RyCR] .

Puisque les déterminants de matrices de rotation valent 1, cette équation n’est pas valable seulement
a un facteur pres, mais elle est exacte :

RiCR{ = RoCR] .
Nous pouvons exprimer cette équation en termes de la rotation relative R entre les vues :
RC=CR , (7.10)

o R = R{Ry.
Soit Q un vecteur propre de C associé a la valeur propre A, c’est-a-dire que CQ = AQ. De
I’équation (7.10), il découle que :

CRQ = RCQ
= ARQ ,

c’est-a-dire que RQ est également un vecteur propre de C associé a la valeur propre A. Ceci est
valide pour tous les vecteurs propres de C. La rotation relative R doit alors conserver tous les espaces
propres de C pour que les projections de 2 soient identiques dans les deux vues. Nous avons considéré
seulement la rotation relative entre deux vues. L’extension a plusieurs vues est directe : les projections
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de €2 sont identiques dans toutes les vues si et seulement si toutes les rotations relatives entre des paires
de vues conservent les espaces propres de C.

Selon le type de €2, plusieurs rotations relatives sont possibles. Nous considérons les différentes
possibilités par rapport a la composition du spectre des valeurs propres de C.

CAs 7.1 (UNE VALEUR PROPRE TRIPLE) La seule conique sur I, avec une valeur propre triple
est la conique absolue, qui n’a pas d’intérét ici.

CAs 7.2 (UNE VALEUR PROPRE DOUBLE ET UNE SIMPLE) L’espace propre associé & la valeur
propre double est un plan II et celui de la simple valeur propre une droite L perpendiculaire a II.
Une rotation qui conserve globalement IT et L peut &tre :

> I’identité ;
> une rotation autour de L de degré arbitraire ;
> une rotation de 180° autour d’une droite de IT incidente avec L.
Un exemple de séquence critique pour le deuxiéme cas est montré dans la figure 7.10.

CAs 7.3 (TROIS VALEURS PROPRES DIFFERENTES) Les espaces propres sont trois droites mu-
tuellement perpendiculaires. Les rotations relatives sont donc I’identité ou des rotations de 180°
autour d’une de ces droites. Ces rotations relatives font partie de celles du cas 7.2.

o T
]

& D

F1G. 7.10: Séquence de mouvements critique par rapport a une conique sur le plan a I’infini : la
caméra effectue des translations quelconques et des rotations autour du méme axe (dans le repére
local de la caméra).

Nous résumons les dérivations :

LEMME 7.1 Les séquences de mouvements critiques par rapport & une conique imaginaire propre
sur le plan a I’infini sont exactement les séquences ol toutes les rotations relatives entre des paires
de vues sont :

> I’identité ;

4. Des vecteurs propres de matrices symétriques associés a des valeurs propres différentes sont orthogonaux.
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> une rotation de degré arbitraire autour d’un axe L ;

> ou une rotation de 180° autour d’un axe perpendiculaire a L.

Preuve : Nous avons déja montré une direction du lemme : si € est une fausse conique absolue
potentielle sur T, les rotations relatives doivent &tre telles que décrites dans le lemme.
Il reste a prouver I’existence de fausses coniques absolues si les rotations relatives sont telles

L, . . —T . N .
qu’elles sont décrites dans le lemme. Soit QT = (Q ', 0) le point & I’infini de L. Toutes les rotations
relatives laissent Q invariant. Donc, les projections de Q sont identiques dans toutes les vues :

RQ ~R,Q . (7.11)

Définissons la conique ¥ comme étant la conique sur le plan a I’infini qui est représentée par la
. — =T . . . .
matrice Q Q . La projection de ¥ dans la i€ vue est donnée par :

— =T
wi=RQQ R;" .
De I’équation (7.11) il découle que les projections de ¥ sont identiques dans toutes les vues :

wi = RQQRT
==T
= RQQR;T

La conique ¥ n’est tout de méme pas une conique absolue potentielle puisqu’elle est dégénérée (par
construction, elle est de rang 1).

Il est facile de prouver que les projections de toutes les coniques dans la famille linéaire engen-
drée par U et la conique absolue sont identiques dans toutes les vues. Soit ¥’ une conique dans cette
famille linéaire. Sa représentation matricielle dans I1, est alors donnée par :

U =l +v¥ ,

pour des scalaires réels u et v (rappelons que la représentation matricielle de Q. est I’identité). Sa
projection dans la i€ vue est alors :

RZ'\I/IRZ'T = ul+rvw;
ul+vw;

T

= R;UR,T .

La famille linéaire considérée contient des coniques imaginaires et propres différentes de la conique
absolue et il existent donc de fausses coniques absolues. O
La preuve du lemme implique deux choses :

> I’existence d’une fausse conique absolue sur I, implique que toutes les coniques imaginaires
et propres dans la famille linéaire engendrée par cette conique et la vraie conique absolue sont
des coniques absolues potentielles ;

> une caractéristique commune aux séquences critiques du lemme 7.1 est ’existence d’un point
réel dont les projections sont identiques dans toutes les vues de la séquence (le point Q).
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7.9.1.2 Coniques absolues potentielles hors de IT,

La considération des coniques hors de Il est plus complexe que de celles sur I, puisque leur
projection dépend non seulement de la rotation de la caméra mais aussi de la position du centre de
projection. Avec le lemme 7.1, nous avons donné une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
séquence soit critique par rapport a une conique sur II,. Les résultats pour les coniques absolues
potentielles hors de I, qui seront établis dans la suite de cette section, ne vont pas aussi loin —
nous allons uniquement dériver des conditions nécessaires pour qu’une séquence de mouvements soit
critique.

Nous reformulons maintenant le probleme posé pour pouvoir le résoudre plus facilement. Soit
Q) une fausse conique absolue hors de I, et w sa projection dans une vue initiale. Nous voulons
déterminer toutes les positions de la caméra pour lesquelles €2 se projette également sur w. La dé-
termination de nouvelles positions est équivalente a la détermination de déplacements rigides de la
position initiale. Considérons ce qui se passe lorsqu’on déplace la caméra par une transformation
rigide. Les projections de {2 avant et apres le mouvement sont désirées étre identiques (la conique
w). Dong, les cones de projection de 2 avant et aprés le mouvement doivent étre égaux a la méme
transformation rigide pres qui a déplacé la caméra.

Considérons le scénario sous un autre angle. Soit A le cone de projection de €2 pour la vue initiale.
Soit T une transformation rigide qui transforme A en un cone A’ qui contient également €2. Déplacer
la caméra par T résulte en une position pour laquelle €2 a la méme image que dans la vue initiale.
Le probleme de la détermination des séquences critiques par rapport a une conique hors de I, peut
donc étre posé ainsi :

PROBLEME 7.1 Soit © une conique imaginaire propre hors de TI.,. Supposons qu’une position de
caméra initiale est donnée, telle que le centre de projection n’est pas sur le plan support de Q. Soient
w la projection de € dans la vue initiale et A le cdne de projection associé.

Déterminons toutes les transformations rigides qui transforment A sur des cones A’ contenant §2.

Rappelons qu’un cdne est défini par son vertex V et une section plane qui ne contient pas V.
Les cones A’ cherchés doivent contenir la conique 3D . Donc, les candidats pour A’ peuvent étre
paramétrés par les coordonnées du vertex. On peut donc sous-diviser le probleme 7.1 en deux parties :

PROBLEME 7.2 Déterminons tous les vertexes V tels que les cones engendrés par V et Q soient
égaux a A a une transformation rigide pres.

PROBLEME 7.3 Apreés avoir résolu le probléme 7.2, déterminons toutes les transformations rigides
entre A et les cdnes définis par € et les vertexes V.

Qu’est-ce que les solutions de ces problemes nous disent sur les positions de la caméra cher-
chées? Les vertexes qui sont les solutions du probléme 7.2, représentent toutes les positions possibles
du centre de projection dans la séquence critique par rapport a ). Les transformations rigides qui
résolvent le probléeme 7.3 donnent ensuite les rotations relatives entre les vues.

Dans le prochain paragraphe, nous considérons le probleme 7.3. Nous ne le résolvons pas com-
pletement, mais nous dérivons le nombre et le type de rotations que la caméra peut effectuer a chaque
position du centre de projection. Ensuite, nous déterminons les positions possibles du centre de pro-
jection, en résolvant le probléme 7.2, et nous faisons la synthese des résultats sur les positions et les
rotations.
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Rotations de la caméra. Dans ce paragraphe, nous ne considérons pas directement les rotations
relatives entre les vues, mais nous raisonnons sur le nombre de rotations que peut effectuer la caméra
a une position précise. Si nous considérons le cone de projection de €2, nous cherchons alors les
rotations autour de son vertex qui laissent le cone globalement invariant. Le nombre et les types de
ces rotations dépendent du type du cone.

Un cone isotropique est invariant a toute rotation. Ceci est facile a voir: un cOne isotropique
contient la conique absolue. Les rotations autour de son vertex laissent donc le vertex et une section
plane invariants et par conséquent aussi le cone lui-méme. Nous comptons le nombre de rotations
possibles par co3.

Un cone circulaire est invariant aux rotations autour de son axe principal et aux rotations de 180°
dont I’axe est perpendiculaire a I’axe principal. Toute combinaison de ces rotations peut étre exprimée
par la combinaison d’une rotation autour de I’axe principal et d’une rotation de 0° ou 180° autour d’un
axe L. Nous comptons le nombre de rotations possibles alors par 2 x oo.

Un cone elliptique est invariant aux rotations de 180° autour de ses axes. Si I’on tient compte de
I’identité, il existent donc 4 rotations différentes qui laissent le cone invariant.

Positions du centre de projection. Dans la section 7.7, nous avons déja mentionné que le repére
euclidien du monde peut étre choisi de maniere arbitraire. Donc, sans perte de généralité, nous pou-
vons supposer que 2 se trouve sur le plan IT = (Z = 0) et que sa représentation matricielle C dans
ce plan est en forme normale euclidienne. Puisque €2 est imaginaire et propre, C est une matrice
diagonale :

(@]
Il
o O R
o - o

avec a, b > 0. Soit le centre de projection de la vue initiale donnée par t;. Le cone de projection de
Q est alors représenté par la matrice A suivante (cf. I’annexe D.2.2):

a 0 —qlL
t13
0 b —ph2 0

A ~ 2 t£3
1 _gln _pha ot tb,Hl 1
t13 t13 t%i t13

0 0 s

13

Soit t9 le centre de projection d’une deuxieéme vue. Le cone engendré par t2 et {2 est donné par :

a 0 —a?—l 0
23
0 b —blz2
Ay ~ t at? +bf£%3+1
_qlznn  _plzz By TRy 1
tog t23 t%i [2%]
0 0 i
23

Nous voulons déterminer les t tels que Ao soit égal a A1 a une transformation rigide pres. Ceci est
le cas exactement si leurs premieres sous-matrices 3 X 3 ont les mémes valeurs propres, a un facteur
pres (voir la preuve dans I’annexe D.2.3).

Dans la suite, nous explicitons cette condition. Soient My et Mgy les deux sous-matrices 3 X 3
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(aprés multiplication avec t2 respectivement t35) :

at%:,, 0 —at11t13

My = 0 btl, —btiat13
—atlltlg —btlztlg at%l + bt%Q + 1

at%3 0 —at21t23

My = 0 bt2, —btagtas

—atytes  —btoatas at3, + b2, + 1

Supposons que les valeurs propres de M; sont données par s, s2 et s3. Les valeurs propres de Mo
doivent donc étre des valeurs psi, psa et ps3. Les polyndmes caractéristiques de M; et My doivent
alors étre de la forme :

p’l = A= )\2(81 + s9 + 83) + /\(8182 + s983 + 8381) — 818983
py = X — pA¥(s1+ 53+ s3) + pP (5152 + s953 4 5351) — pPs15083 .

Inspectons les polyndmes caractéristiques de My et My :

p1 = A -X2(a2(t]) +125) b2 (12, 25+ 1)+ A5 (a0 (13, 13, +125 ) +a?+b2)—aZb?t,

p2 = AS*A2(a2(t31+t33)+b2(t%2+t%3)+1)+)‘t%3(a2b2(t31+t32+t33)+02+b2)*a2b2t33'

La comparaison des coefficients de p1, p}, p2 et py, méne aux équations suivantes :

p(a® (8 +t1s) + 02 (t1y + t15) + 1) = a®(t3) + t3s) + b2(t35 + 33) + 1
P10’V (87, + 11y +113) + a® +0°) = 153(a’D*(t5; + thy + t53) +a” +b°)  (7.12)
p3t‘1l3a2b2 = t33a2b2 .

Afin d’obtenir des contraintes sur ts en fonction de ti, il faut éliminer p. Une facon de ce faire
est de déterminer p a I’aide de la premiere des trois équations et de substituer la solution dans les
deux autres équations. Nous obtenons deux équations, une de degré 4 et une de degré 6 dans les
coordonnées de ts. Les coordonnées n’apparaissent qu’avec des exposants pairs. Si I’on considere
les carrés des coordonnées, on obtient donc une équation quadratique et une équation cubique. Les
points (#3,,13,, t§3)T se trouvent donc sur une courbe de degré 6. Le lieu des centres de projection
finalement, est une courbe de degré 12. Dans [188], nous avons rapporté un résultat plus faible, en
disant que le lieu des centres de projection consiste au maximum de deux cercles. Les conclusions
principales de [188] ne sont pourtant pas affectées.

Dans la suite, nous considérons des cas particuliers selon le type de €2 et de A;. Puisque €2 est une
conique imaginaire et propre, elle doit &tre un cercle ou une ellipse. Le cone A; peut étre elliptique,
circulaire ou isotropique. Nous considérons toutes les combinaisons de ces possibilités. Soit II le plan
support de €.

CAS 7.4 (A1 : CONE ISOTROPIQUE, Q: ELLIPSE) Toutes les sections planes d’un cone isotro-
pique sont des cercles. Donc, ce cas n’est pas réalisable.

CAS 7.5 (A;: CONE ISOTROPIQUE, Q: CERCLE) La projection perpendiculaire du vertex t; sur
IT est le centre de €2. Le seul autre centre de projection possible est le point t, avec :

t11
to=| f12
—113
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La position des centres de projection par rapport a € est illustrée dans la figure 7.11 (a). Puisque A
est un cone isotropique, la caméra peut effectuer des rotation arbitraires a toutes les deux positions
possibles, sans affecter la projection de €2.

CAS 7.6 (A; : CONE CIRCULAIRE, Q: ELLIPSE) Le vertex t; se trouve dans un plan II; qui est
perpendiculaire & IT et qui contient un axe de €2. 11 n’y a au total que 4 centres de projection possibles.
Ils forment un rectangle dans le plan IT, qui est symétrique par rapport a IT (cf. la figure 7.11 (b)). A
chaque position, la caméra peut effectuer des rotations comme décrit dans le paragraphe précédent
(rotations arbitraires autour de I’axe principal de A; ou de 180° autour d’axes perpendiculaires).

CAsS 7.7 (A; : CONE CIRCULAIRE, Q: CERCLE) Comme dans le cas 7.5, la projection perpendi-
culaire du vertex t; sur II est le centre de 2. Le seul autre centre de projection possible est le méme
que dans le cas 7.5. A chaque position, la caméra peut effectuer des rotations comme décrit dans le
paragraphe précédent (rotations arbitraires autour de I’axe principal de A; ou de 180° autour d’axes
perpendiculaires).

CAS 7.8 (A;: CONE ELLIPTIQUE, Q2 : ELLIPSE) Ceci donne le cas général, c’est-a-dire que les
centres de projection se trouvent sur une courbe de degré 12. Cette courbe est symétrique par rapport
a II et par rapport aux deux plans perpendiculaires a II et contenant un axe de 2. Un exemple est
montré dans la figure 7.11 (c). A chaque position, la caméra peut effectuer 4 rotations différentes.

CAS7.9 (A1 : CONE ELLIPTIQUE, Q: CERCLE) Lacaméra peut se déplacer sur les deux cercles
esquissés dans la figure 7.11 (d) (cf. I’annexe D.2.4). Cette figure est symétrique par rapport a II. A
chaque position, la caméra peut effectuer 4 rotations différentes.

7.9.2 Résumé

Le tableau 7.2 résume les résultats des sections précédentes. On peut voir qu’il n’y a aucune
séquence critique par rapport a une conique hors de I, qui contient simultanément « beaucoup » de
positions de caméra et « beaucoup » de rotations.

‘ Coniques absolues potentielles ‘ Lieu des centres de projection # Rotations
A T’infini Quelconque 2 X 00
Non a I’infini Courbe de degré 12 4

Deux cercles 4
Coins d’un rectangle 2 X 0
Deux points 0o?

TAB. 7.2: Les séquences critiques de la caméra planaire. Les chiffres dans la colonne « # Rotations »
indiquent le nombre de rotations qui sont possibles a chaque position du centre de projection.

7.9.3 Séquences critiques qui sont courantes en pratique

Quelques-unes des séquences de mouvements critiques sont couramment appliquées en pratique
lors de la prise d’images pour la modélisation d’objets, par exemple. Ces séquences sont décrites dans
le tableau 7.3 et dans les paragraphes suivants.

Les mouvements planaires et le cas spécial des mouvements orbitaux sont couramment utilisés
pour la modélisation d’objets et dans des applications de navigation. Le premier type dans le tableau
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(a)Cas7.5et7.7. (b) Cas 7.6.

————

(c) Cas 7.8. (d) Cas 7.9.

F1G. 7.11: Le lieu des centres de projection dans une séquence critique.

7.2 est en quelque sorte une généralisation du mouvement planaire — puisque en général il n’y a que
de coniques absolues potentielles sur le plan a I’infini, il n’y a pas de contrainte sur les translations des
caméras. Les deux types de mouvements causent donc le méme degré d’ambiguité dans la reconstruc-
tion euclidienne. Pourtant, I’auto-calibrage avec ces mouvements ne peut pas forcément étre fait avec
les mémes algorithmes. La méthode de Armstrong et al. [6] n’est pas adaptée pour le mouvement
plus général puisqu’elle est basée sur la coplanarité des centres de projection.

Les translations pures sont également courantes en robotique mobile, du moins pour de courts
intervalles de trajectoires. Les rotations pures constituent un bon moyen pour le calibrage intrinseque
d’une caméra, grace a I’appariement de primitives image plus facile et des équations simples [82].
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Description #t | #R[#Q ]
Rotations autour d’axes paralleles et translations o0? > | o0

quelconques, figure 7.12 (b)

Mouvement planaire, figure 7.12 (c) oo? oo | oo
Translations pures 003 1 | o®
Mouvement orbital, figure 7.12 (a) 2 X 00 1 002
Rotations pures 1 00® | oo®

TAB. 7.3: Types de séquences critiques qui sont courants en pratique. Les chiffres dans la colonne « #
t » indiquent le nombre de positions possibles du centre de projection et ceux de la colonne « #R » le
nombre de rotations qui sont possibles a chaque position. La derniére colonne contient les nombres
de coniques absolues potentielles.

7.9.3.1 Rotations pures

Soit S une séquence d’images prises en effectuant des rotations pures. Aucune reconstruction
3D n’est possible et S est donc critique pour la reconstruction euclidienne. Il existent toujours des
coniques hors du plan a I'infini par rapport auxquelles .S est critique : considérons le cone isotropique
du centre de projection. Ce cone est invariant aux rotations autour du centre de projection. Donc,
toutes les sections planes sont projetées sur la méme conique dans toutes les images.

L’auto-calibrage de la caméra est possible exactement s’il n’y a aucune fausse conique absolue
sur le plan a 'infini. D’apres le lemme 7.1, nous devons alors imposer les contraintes suivantes sur
les rotations de la caméra : il faut y avoir au moins deux axes de rotation différents. S’il y a seulement
deux axes différents et s’ils sont perpendiculaires, il faut y avoir au moins une rotation d’un angle
différent de 180°. Sous ces conditions, I’auto-calibrage est possible (voir la section 6.2.3.1 pour des
méthodes pratiques).

7.9.3.2 Translations pures

Nous considérons une séquence de mouvements composée uniquement de translations, éven-
tuellement dans des directions différentes. La séquence est critique par rapport a toutes les coniques
imaginaires et propres sur le plan a I’infini. Elle est donc critique pour la reconstruction euclidienne et
I’auto-calibrage. 11 est connu que la reconstruction affine est possible, méme avec un seul mouvement
[131].

Pour un seul mouvement, il existent pourtant des coniques absolues potentielles hors de Il :
soit @ le point au milieu de deux centres de projection. Dans 1’annexe D.2.5, nous montrons que
toutes les coniques propres et imaginaires dont le centre coincide avec Q, sont des coniques absolues
potentielles.

Il y a donc plusieurs plans a I’infini potentiels, le vrai plan a I’infini et tous les plans qui passent
par Q. La raison pourquoi la reconstruction affine est quand mé&me possible de maniére unique est
que toutes les coniques imaginaires et propres sur Il sont des coniques absolues potentielles, ce qui
n’est pas le cas pour les autres plans (voir D.2.5).
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(a) Mouvement orbital. (b) Rotations autour d’axes paralleles et translations
quelconques.

(c) Mouvement planaire.

F1G. 7.12: lllustration de quelques types de séquences critiques. Les caméras sont représentées par
les axes du repere local, les fléches indiquant les axes optiques.

7.9.3.3 Mouvements planaires

Les séquences de mouvements planaires (cf. la section 6.2.3.2) sont critiques par rapport a des
coniques sur le plan & I’infini puisque toutes les rotation relatives s’effectuent autour du méme axe>.
En général, il y a une famille de coniques absolues potentielles.

A priori, I'utilisation de contraintes sur les parametres intrinseques permet de réduire le degré
de I’ambiguité de la reconstruction euclidienne. Armstrong et al. proposent par exemple d’utiliser
I’information que les pixels sont rectangulaires [6]. En général, cette contrainte réduit le nombre de
solutions a deux. Nous montrons dans la suite que la contrainte n’est pas effective si les caméras sont

positionnées telles que les plans images sont perpendiculaires au plan du mouvement et qu’un axe de

5. Nous rappelons que par rotation relative nous entendons la partie rotationnelle du mouvement de caméra, exprimée
par une rotation autour du centre de projection.



156 CHAPITRE 7. SEQUENCES DE MOUVEMENTS CRITIQUES

pixels est parallele a ce plan.
Supposons que le plan du mouvement est le plan Z = 0. Les rotations des caméras peuvent alors
étre représentées par :

1 0 0 cosy; —siny; 0 cosy; —sinvy; 0
R, =10 0 1 siny; cosvy; 0] = 0 0 1
0 -1 0 0 0 1 —siny; —cosvy; 0

Considérons la famille des coniques sur le plan a I'infini paramétrée par x4 comme :

10
Q=101
00

= o o

La projection de ces coniques dans la 1€ vue est donnée par :
1 00

wi=RORT =0 p 0

0 0 1

Les projections de chaque conique €2 sont donc identiques dans toutes les vues. En outre, les coef-
ficients w;,, et w;,, sont nuls, ce qui signifie que les axes de la conique w; sont paralleles aux axes
du repere image. Si les pixels sont rectangulaires, la transformation de la conique dans le repere des
pixels (par la matrice des parametres intrinséques) n’affecte pas cette propriété.

Le fait que les pixels sont rectangulaires s’exprime exactement par la contrainte que les axes
de I’'image de la conique absolue sont paralleles aux axes du repere des pixels. Nous avons montré
que, pour la configuration considérée, il existe toute une famille de coniques absolues potentielles qui
satisfont cette contrainte. Donc, il n’y a aucune réduction du degré de I’ambiguité de la reconstruction
euclidienne.

7.9.3.4 Mouvements orbitaux

Ceci est un cas spécial des mouvements planaires. Il y a donc les mémes coniques absolues
potentielles. En plus, il existent des coniques absolues potentielles hors de I, : soit II le plan du
mouvement et L I’axe de rotation. Tous les cercles imaginaires, qui sont centrés en L et dont le plan
support est parallele a II, sont des coniques absolues potentielles. Ces cercles sont esquissés dans la
figure 7.13.

Dans chaque plan parallele a II et aussi dans le plan a I’infini il existe donc une famille d’une
dimension de coniques absolues potentielles®. Il n’y a donc a priori aucun moyen de distinguer le
plan a I’'infini des autres plans ce qui signifie que la reconstruction affine ne peut étre obtenue qu’a
un parametre pres. Comme pour les mouvements planaires, la structure euclidienne du plan IT et des
plans paralleles a IT peut étre déterminée : les coniques absolues potentielles sont des cercles sur des
plans paralleles. Donc, elles s’intersectent toutes exactement dans les deux points cycliques de ces
plans. Les points cycliques peuvent donc étre déterminés de manieére unique ce qui donne la structure
euclidienne dans les plans considérés.

6. Ceci n’est pas tout 2 fait exact : seules les coniques imaginaires et propres dans une famille sont concernées.
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Axe de rotation

F1G. 7.13: Coniques absolues potentielles pour un mouvement orbital.

7.10 Ambiguités artificielles

Nous abordons ici le probleme d’ambiguités artificielles, qui ne sont pas inhérentes a I’auto-
calibrage, mais qui sont causées par la méthode utilisée. Pour appliquer une méthode avec succes, il
est souhaitable d’étre conscient de ses insuffisances. En effet, toutes les méthodes d’auto-calibrage
révisées au 6.2.1 sont concernées : toutes les méthodes congues pour des mouvements généraux ne
savent pas traiter le cas de rotations pures de la caméra et toutes les méthodes congues pour des
mouvements spécifiques ne permettent pas 1’auto-calibrage si le mouvement ne suit pas le modele
supposé. Ce probleme pourrait étre résolu en appliquant un procédé de choix de modele qui consiste
a essayer plusieurs méthodes, concues pour différents types de mouvements ; le modele offrant le
meilleur compromis entre sa taille (parametres du mouvement spécifique, par exemple) et la qualité
du résultat (résidu) est retenu comme la bonne solution (voir [203] pour une revue de critéres pour le
choix de modele). Ceci n’est pourtant pas le sujet de ce paragraphe.

11 s’agit plutdt de montrer quelques exemples d’ambiguités artificielles, pour illustrer le probleme
et fournir une explication d’occasionnels mauvais résultats des méthodes concernées. Le but n’est pas
de donner un catalogue complet de ces dégénérescences.

7.10.1 Les équations de Kruppa

Nous montrons dans la suite que les équations de Kruppa sont dégénérées si les caméras se
trouvent sur une sphere et si tous les axes optiques passent par le centre de la sphere, V. Nous parlons
dans la suite de caméras convergentes pour décrire cette situation. C’est une configuration assez
courante pour la modélisation d’objets de petite ou moyenne taille.

Considérons une sphere ® quelconque qui est aussi centrée en V. Pour toutes les caméras dans
notre configuration, le cone de projection de la sphere (le cdne circulaire avec le centre de projection
comme vertex et qui englobe la spheére) coupe le plan image en un cercle, qui est centré au point
principal. Puisque toutes les caméras ont la méme distance de V, ce cercle est le méme dans tous
les plans image. Les caméras ont le méme calibrage intrinseque et, par conséquent, la représentation
du cercle image dans le repere des pixels est identique pour toutes les vues. Si les pixels ne sont
pas carrés, la transformation du cercle en coordonnées pixels est une ellipse. Cette ellipse, étant
la projection commune de la méme quadrique, la sphere ®, dans toutes les vues, satisfait alors les
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équations de Kruppa, qui sont des contraintes d’appariement de quadriques !

Il y a une famille linéaire de spheres centrées dans 'V, qu’on obtient en faisant varier le rayon.
Dong, il y a aussi une famille d’ellipses dans 1I’'image satisfaisant les équations de Kruppa. Seules les
ellipses imaginaires peuvent donner une matrice des parametres intrinseques : celle-ci est obtenue par
une décomposition de Cholesky de la matrice de I’ellipse, ce qui n’est possible que si cette derniere
est définie positive (ce qui caractérise exactement les coniques imaginaires). Il reste quand méme un
nombre infini de calibrages intrinseques potentiels.

Il y a une autre chose intéressante a remarquer. Notamment, toutes les ellipses en question ont le
méme centre, les mémes directions principales et surtout, le méme rapport des longueurs des axes. Ce
rapport est égal au rapport d’échelle de la caméra. Donc, bien qu’il ne soit pas possible de déterminer
un calibrage intrinséque unique, le rapport d’échelle peut étre trouvé. Il reste tout de méme un grand
inconvénient : méme si le point principal, 1’angle entre les axes pixels et le rapport d’échelle sont
connus, il reste impossible de déterminer «,, et «,, individuellement, c’est-a-dire d’estimer la distance
focale.

Nous avons donné une explication au phénomene observé par Zeller [232] (voir aussi 6.2.1.5),
que les solutions pour «,, et o, sont distribuées le long d’une droite : pour une configuration de ca-
méras exactement convergentes, tous les points sur la droite sont des solutions valables (chaque point
(v, o) correspond a une des ellipses image mentionnées ci-dessus). Si les caméras sont presque
convergentes, comme c’est le cas pour les expériences de Zeller, il n’y a plus qu’un nombre fini de
solutions, mais qui se trouvent a proximité de la droite.

La raison pourquoi les équations de Kruppa dégénerent pour cette configuration, malgré 1’absence
d’ambiguités inhérentes, réside en leur signification géométrique : il s’agit de contraintes d’apparie-
ment de quadriques. L’auto-calibrage consiste a trouver la conique absolue, qui peut étre vue comme
une quadrique plane. C’est cette planarité qui n’est pas exprimable par les équations de Kruppa.

7.10.2 La méthode lin€aire de Triggs

Cette méthode (cf. le paragraphe 6.2.1.3) montre les mémes faiblesses que les équations de
Kruppa, c’est-a-dire qu’elle ne converge pas vers la bonne solution, si les caméras sont convergentes.
La raison en est la méme : la planarité de la conique absolue ou, dans le formalisme de Triggs, la
contrainte de rang 3 du cone dual absolu, n’est pas considérée.

7.10.3 La contrainte du module

Nous montrons dans la suite que la contrainte du module (cf. la section 6.2.1.4) est une caractérisa-
tion insuffisante du plan a I’infini et qu’elle entraine des ambiguités artificielles pour la reconstruction
affine. Nous rappelons que la contrainte du module exprime I’égalité du module des valeurs propres de
I’homographie infinie. Cette propriété peut facilement étre démontrée comme dans la section 6.2.1.4.
Dans I’annexe D.3, nous dérivons ce résultat d’une maniere alternative, qui nous permettra de mieux
percevoir la situation.

Notamment, les valeurs propres d’une homographie d’un plan IT ont le méme module si elle
laisse une conique imaginaire et propre globalement invariante. Ceci veut dire qu’il y a une conique
imaginaire et propre sur II dont les projections dans les deux vues considérées sont identiques. Il s’agit
la d’une contrainte locale pour des paires de vues ; une caractérisation compléte du plan a I’infini doit
prendre en compte que la conique avec des projections identiques doit étre la m&me pour toutes les
paires de vues.
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Considérons I’exemple du mouvement planaire (cf. la figure 7.14). Tous les plans qui sont pa-
ralleles au plan du mouvement satisfont les contraintes du module pour toutes les paires de vues :
les projections des cercles centrés dans I’axe de la rotation liant deux positions de caméra sont iden-
tiques dans les deux vues. Si la séquence de mouvements contient des axes différents, les cercles avec
des projections identiques dans des paires de vues sont alors différentes. Quant au plan a I'infini, il
supporte la conique absolue, dont les projections sont identiques dans toutes les vues. La reconstruc-
tion affine basée sur la contrainte du module n’aura donc pas de solution unique pour le mouvement
planaire, bien qu’il n’y ait pas d’ambiguités inhérentes [6].

En conclusion, on peut constater qu’il ne semble pas étre possible de complétement isoler la
reconstruction affine de la reconstruction euclidienne, sauf bien sfir si des connaissances affine sup-
plémentaires sont disponibles.

~———————

FI1G. 7.14: lllustration de la dégénérescence de la contrainte du module pour le mouvement planaire.

7.11 Aspects pratiques

Dans la section 7.9.3 nous avons discuté des types de séquences critiques qui sont courants dans
des applications. IIs ne sont pas nombreux, mais la plupart des séquences d’images disponibles sont
effectivement critiques ou proches d’une séquence critique. Avec les séquences d’images utilisées
pour la reconstruction projective dans le chapitre 5, par exemple, I’auto-calibrage n’a pas été pos-
sible”.

Dans la suite, nous discutons quelques aspects pratiques concernant la réduction du degré de 1’am-
biguité dans la reconstruction et I’identification automatique de séquences de mouvements critiques.

7.11'y a bien slir d’autres facteurs qui influencent les résultats de 1’auto-calibrage, comme la méthode utilisée (nous
avons utilisée la méthode de Triggs [210]) et la qualité de la reconstruction projective.
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7.11.1 Réduction du degré de I’ambiguité dans la reconstruction

Il est possible de réduire le degré de I’ambiguité dans la reconstruction si des connaissances sup-
plémentaires sur la structure de la scéne, le calibrage intrinséque ou les mouvements de la caméra sont
données. En ce qui concerne les parametres intrinséques, on peut pratiquement toujours supposer que
les pixels sont rectangulaires. En outre, pour beaucoup d’applications, au moins le rapport d’échelle
de la caméra est connu. Ces contraintes sont faciles a gérer dans un algorithme du style ajustement de
faisceaux. Pour d’autres méthodes il n’est pas toujours évident comment utiliser ces contraintes des
le départ. Armstrong et al. par exemple montrent que le fait que les pixels sont rectangulaires réduit
I’ambiguité de la reconstruction euclidienne a partir de mouvements planaires en général de maniere
an’avoir plus que deux solutions possibles [6]. Pourtant, la contrainte n’est considérée qu’apres avoir
effectué la reconstruction euclidienne qui souffre d’une ambiguité d’un degré.

Une autre facon de rejeter de fausses solutions est de vérifier si la reconstruction est physiquement
possible, i.e. si tous les points 3D se trouvent devant les caméras, dans lesquelles ils sont vus.

Le meilleur moyen de combattre I’effet des séquences critiques est tout simplement de les éviter
si possible, en effectuant des mouvements de caméra qui sont « loins » d’étre critiques. Une stratégie
exemplaire est appliquée par des photogrammetres professionnels : pour mesurer un objet de petite ou
de moyenne taille, des images sont prises tout en contournant 1’objet (mouvement orbital), en alter-
nant des rotations latérales (autour de 1’axe optique) de 90°. Sans ces rotations latérales, la séquence
de mouvements serait critique. Aussi, d’apres le lemme 7.1, des rotations latérales de 180° n’y chan-
geraient rien. On peut donc supposer que des rotations de 90° font que la séquence est la plus loin
possible d’étre critique. Cet argument intuitif explique 1’observation empirique des photogrammetres
qu’avec des rotations de 90° les correlations dans 1’estimation des parametres intrinseques sont les
plus petites.

7.11.2 ldentification automatique de £quences critiques

Un systeme général de reconstruction euclidienne non calibrée devrait étre capable de gérer des
séquences critiques. Au moins la présence de solutions ambigués devrait étre détectée. Mieux serait
encore |’identification du type de séquence de mouvements sous-jacente ce qui permettrait d’étiquet-
ter correctement 1’ambiguité, e.g. comme une reconstruction affine. En outre, si la séquence critique
est identifiée, un algorithme qui est spécialement congu pour ce type de séquences critiques peut étre
appliquée afin d’obtenir éventuellement une reconstruction plus stable et plus précise.

Une méthode qui identifie des mouvements singuliers entre des vues consécutives est proposée
par Viéville et Lingrand [216]. La méthode est basée sur un mécanisme de sélection de modele pour la
matrice fondamentale (cf. aussi [204]). Des formes particulieres de la matrice fondamentale donnent
lieu a des équations moins complexes pour 1’auto-calibrage. L’inconvénient de la méthode est que
seulement des mouvements entre des vues consécutives sont considérées ; il est donc possible que
des séquences de mouvements critiques ne sont pas détectées. La méthode est tout de méme trés bien
adaptée pour des applications en robotique ou beaucoup de mouvements de caméra sont « réguliers ».

Il serait envisageable de développer une approche similaire de choix de modele pour des sé-
quences de mouvements : des algorithmes de reconstruction congus pour différents types de mouve-
ments peuvent étre effectués. Ensuite, la reconstruction qui offre le meilleur compromis entre I’ erreur
résiduelle (I’erreur de reprojection) et la complexité du modele (nombre de parametres pour le mou-
vement et le calibrage intrinseque) sera retenue (voir [203] pour une revue de criteres de choix de
modele). Cette approche peut &tre raffinée en sélectionnant les algorithmes a effectuer d’une maniere
appropriée, en s’appuyant sur des « indices » pour la présence de certains types de mouvement. Pour
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des mouvements planaires, par exemple, tous les épipdles sont collinéaires, et pour les translations
pures les matrices fondamentales sont anti-symétriques.

7.12 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons dérivé les séquences de mouvements de caméra qui sont critiques
pour la reconstruction euclidienne non calibrée. Deux cas ont été considérés, la caméra linéaire et la
caméra planaire, toutes les deux avec des parametres intrinseques constants. Des résultats prélimi-
naires pour la caméra affine et la caméra planaire avec des parametres intrinseéques variables ont été
obtenus ; dans I’avenir proche, nous examinerons ces cas plus en profondeur.

Avec notre formalisme, nous avons pu clairement confirmer 1’importance des séquences critiques
pour la pratique ; en effet, la plupart des séquences d’images existantes sont critiques. Comme regle
générale, on peut dire que plus les mouvements sont réguliers, plus la reconstruction euclidienne est
affectée par le probleme d’ambiguités. Il faut tenir compte des séquences de mouvements critiques
pour toute application de reconstruction euclidienne non calibrée ; il est préférable de tout simplement
éviter ces mouvements.

Nous avons décrit des séquences qui sont exactement critiques. Il serait trés intéressant de mener
une étude similaire a celle sur les « Gefdhrliche Raume » [92] (volumes critiques), afin d’évaluer le
degré d’instabilité numérique de la reconstruction que causent des séquences de mouvements qui sont
proches d’étre critiques.






Conclusions

Dans cette these, nous présentons nos contributions a la recherche dans le domaine de la vision
par ordinateur non calibrée, en particulier sur deux problemes clé de ce domaine, la reconstruction
projective et 1’auto-calibrage.

Pour la reconstruction projective, nous avons développé une méthode optimale pour le cas de
deux images. La méthode est basée sur un critere d’optimalité qui est valable pour tous les niveaux
de reconstruction — projectif, affine et euclidien. Son applicabilité n’est donc pas bornée sur la re-
construction projective. Une tendance en vision 3D est la détermination du type du mouvement qui
est sous-jacent a une séquence d’images. Dans ce contexte, nous avons étudié des cas particuliers du
mouvement entre deux vues, qui permettent de simplifier I’expression mathématique de notre mé-
thode.

Nous avons également développé une méthode élégante et performante pour la reconstruction
projective a partir de plusieurs vues. La méthode est basée sur la factorisation d’une seule matrice
contenant tous les points dans toutes les images. Le schéma de reconstruction par factorisation a été
initialement introduit pour des modeles de caméra affines et notre méthode constitue I’extension au
cas des caméras perspectives. Dli a une implémentation numérique soigneuse, la méthode fournit des
résultats stables et précis.

Nous avons esquissé une approche pour la reconstruction a partir de longues séquences d’images.
La méthode est potentiellement capable de remédier au probleme de données incompletes, ¢’ est-a-dire
de points qui ne sont pas visibles dans toutes les images. Des expériences préliminaires démontrent
que cette méthode permet d’établir une reconstruction a partir d’'une longue séquence d’images, mais
il reste a faire des expériences avec des données incompletes.

D’une maniere générale, nous sommes convaincus que la création de modeles 3D a grande échelle
ne s’effectuera normalement pas de maniere completement automatique. Une approche plus réaliste
est la mise a disposition de puissants outils de reconstruction ou fusion de modeles a un utilisateur,
qui décidera de leur utilisation. Sur une petite échelle, notre approche de reconstruction projective
pour de longues séquences d’images correspond a cette idée.

La deuxieme partie de cette these concerne 1’auto-calibrage et la reconstruction euclidienne non
calibrée. Le cas le plus intéressant et le plus utile est I’auto-calibrage de caméras avec un objectif a
focale variable. Nous avons examiné les influences du changement de focale aux autres parametres in-
trinséques de la caméra. Ainsi, nous avons pu démontrer que la prise en compte des interdépendances
qui existent entre les parametres intrinseques peut étre profitable pour I’auto-calibrage.

Notre contribution majeure au probléme de I’auto-calibrage est une étude des mouvements de
caméra qui causent la dégénérescence. De maniere théorique nous avons dérivé tous les types de
mouvements critiques. Il s’agit d’un probleme important pour la pratique — la plupart des séquences
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d’images existantes sont dégénérées pour 1’auto-calibrage. Notre étude permet de donner des conseils
pour la prise d’images afin d’éviter les situations dégénérées.

Un axe de recherche que nous envisageons de poursuivre est 1’application de méthodes de sé-
lection de modele. Ces mécanismes peuvent étre utilisés pour la détermination de cas particuliers
concernant tous les éléments qui interviennent dans la reconstruction : le mouvement de la caméra,
la structure de la sceéne et les parametres intrinseques de la caméra. 1l serait par exemple souhaitable
d’effectuer I’auto-calibrage d’une caméra en adoptant un modele affine ou perspectif du calibrage,
selon la situation. Des méthodes de choix de modele peuvent également servir a déterminer le type
de dégénérescence pour I’auto-calibrage ce qui permet d’interpréter le résultat comme étant ambigug,
mais aussi d’extraire le sous-ensemble d’informations qui ont pu étre déterminées correctement.
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Triangulation

A.1 Triangulation pour des mouvements particuliers

A.1l.1 Translation pure

Comme Armstrong 1I’a observé [7], le polyndme 71(t) (défini par I’équation 4.7 sur la page 52)
est réduit a un polyndme de degré 2, une de ses deux racines étant le minimum global de la fonction
de coft s1(t). Nous redéveloppons ce résultat, mais en distinguant les cas d’épipdles finis et infinis.

A.1.1.1 Epipdles finis

Comme dans la méthode de base décrite dans la section 4.5.2, nous effectuons des transformations
rigides dans les images pour simplifier le probleme. La différence est qu’ici, nous effectuons la méme
transformation dans les deux images : une translation qui projette q; a I’origine, suivie d’une rotation
autour de I’origine qui ramene les épipdles (qui sont les mémes) sur les axes des u. Le point qa est
transformé par ces transformations sur un point q’ qui n’est généralement pas I’origine. La matrice
fondamentale transformée a la forme simple suivante :

0 f 0
Fo|—f 0 1
0 -1 0

et les épipdles ont les coordonnées (1,0, f)T.

Nous paramétrons les droites épipolaires comme décrit dans la section 4.5.2 par les points sur
I’axe des v, (0,%,1)T. Dans la suite nous regardons les fonctions de cofit pour les deux méthodes
POLY et POLY-ABS.
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Poly. La fonction de cofit est :

24 (t(fql — 1) + ¢5)°
L+ 222 '

Sl(t) =

Le numérateur de la dérivée premiere de s1(¢), dont nous cherchons les racines, est un polynome
quadratique :

2 2
ri(t) = fPgy(1 = fa)* + (2 = 2fq + f2(d” - & Nt + ap(far — 1)
Donc, au lieu de déterminer les racines d’un polynéme de degré 6, il suffit de résoudre une équation

quadratique.

Poly-Abs. La fonction de cot est :

_ (g — 1) + g

V14 f22
Pour r3(t), nous obtenons le polynéme quadratique :
2
ra(t) = =gyt + 25 (Far — Dt + fa1 (2 — far)

! !
. . . —2
qui nous donne les deux solutions simples - et ! noc.
fas f?ay

59 (t)

A.1.1.2 Epipdles a I'infini

Ce cas correspond a une translation latérale, c’est-a-dire parallele au plan image. Dans ce cas, f
s’annule et la matrice fondamentale apres les transformations rigides est réduite a la forme suivante :

0 0 0
F~10 0 1
0 -1 0

Poly. La fonction de cofit et le numérateur de sa dérivée premiere sont alors :
si(t) ="+ (g — )" ri(t) =2t—a

ce qui nous fournit directement le minimum global de s1(t) : ¢5/2 (la dérivée seconde est constante
et positive ce qui garantie qu’il s’agit bien d’un minimum).

Poly-Abs. La fonction de cot est :
sa(t) = [t + 1t — g2 -

Les deux termes de la fonction de cofit sont des valeurs absolues de fonctions linéaires en ¢. Chacun
des deux termes a donc une seule racine et le minimum global de la fonction de cofit est déterminé
ainsi : soient my et my les racines des deux fonctions linéaires. Le minimum global de s5 (%) est celle
des racines m; et mg qui appartient a la fonction linéaire de plus grande pente. Si les deux pentes
sont égales, toutes les valeurs entre m; et my sont des minima globaux. Pour le cas présent, les deux
racines sont t = 0 et ¢ = g5. Les pentes absolues des deux fonctions linéaires sont toutes deux égales
a 1, donc toutes les valeurs entre 0 et ¢, sont des minima globaux de la fonction de cofit.
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A.l.2 Zoom

Nous allons traiter quelques-uns des différents cas évoqués dans la section 2.3.4.3. Si la translation
du centre optique s’effectue dans le plan focal, la matrice fondamentale a la méme forme que celle
d’un couple de caméras affines. Les simplifications pour 1’algorithme de triangulation sont donc les
mémes que pour les caméras affines (voir la section 4.6.1). Sinon, si I’on considere des pixels non
rectangulaires, les formes particulieres de la matrice fondamentale ne donnent pas lieu a une réduction
du degré des fonctions de coit s1(t) et so(t).

Un cas treés simple est celui ou le centre optique se déplace le long de 1’axe optique, le point
principal reste fixe et I’angle entre les axes des pixels est de 90° : la matrice fondamentale a la méme
forme que celle due a une translation pure d’une caméra avec des parametres intrinséques constants.
L’algorithme de triangulation se simplifie de la maniere décrite dans la section A.1.1.

Deux autres cas sont traités dans la suite.

A.1.2.1 Pixels rectangulaires

Apres ’application des transformations rigides qui amenent les points image correspondants a
I’origine et les épipoles sur les axes des u, F a la forme :

b ¢ —be
—c b ce
bd cd —bde
Poly. La fonction de cofit est :
t2e? d?(ct — be)?

s1(t)

=Pt —be)? + (bt + ceo)?
et le polyndme 71 (t) devient :
ri(t) = e(t® + €*)2(? + ) (bed?*t? + (Pd’e + 2e® + b%e® — b2d%e)t — bed®e?) .

C’est un polyndme de degré 6, mais sa factorisation montre que 4 des racines sont complexes (b% +
c? # 0, sinon F serait la matrice O3x3; et e # 0, sinon 1’épipdle serait a ’origine ce qui peut étre
exclu puisqu’il doit étre différent du point image q1).

Le probléme se réduit alors a la résolution d’une équation quadratique :

bed®t? 4 (Pd%e + ?e + b%e® — b d%e)t — bed®e® =0 .

Poly-Abs. La fonction de cofit est :
et I+ d(ct — be)
Ve +12 /(02 + 2) (12 + €2)

Le polynéme r4(t) est de degré 8, mais comme 71 (%) il peut étre factorisé, ainsi permettant de voir
que seules deux racines réelles peuvent exister :

s2(t) = |

ro(t) = —e(t% + e2)3(b% + )2 (b2 d?t? + 2bcd?et + 2d%e — bt — c?et) .
Le probléme se réduit alors a la résolution d’une équation quadratique :

b2d%t? + 2bed’et + c2d%e — bet — et =0 .
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A.1.2.2 Pixels rectangulaires et translation du centre optique dans le plan focal

Comme pour le cas d’une translation pure, les épipdles sont les mémes dans les deux images.
Ceci nous permet d’effectuer les mémes transformations rigides dans les deux images (voir la section
A.1.1). La matrice fondamentale transformée a la forme simple :

0 0
F~10 0
0 b

o 8 o

et les épipodles sont les points a I’infini des axes des u: (1,0,0)7.

Poly. La fonction de cofit est :

agy+ bt + ¢

s1(t) =2 + 5

a

et le polynéme 71 (¢) est une fonction linéaire en ¢ :

ri(t) = (a® + b))t + b(agh + ¢) .
!
Ceci nous fournit directement le minimum global de s1(t) : —b%%; (la dérivée seconde est constante
et positive ce qui garantit qu’il s’agit bien d’un minimum).

Poly-Abs. La fonction de coft est :

bt + agy + ¢
() = [t] + |2

Les deux termes de la fonction de cofit sont des valeurs absolues de fonctions linéaires en . La racine
de I'un des deux termes est le minimum global de la somme (voir la section A.1.1.2 pour plus de
détails comment choisir la bonne solution).

A.2 Triangulation pour la caméra linéaire

Dans cette section, nous considérons la reconstruction a partir de caméras linéaires et essayons de
trouver un résultat similaire a celui exprimé par la méthode POLY pour le cas de deux vues planaires.
Pour deux vues linéaires, rien n’est a faire : les rayons de projection de deux points dans les deux vues
se coupent toujours, donc la triangulation devient triviale. Cela est aussi une explication simple pour
le fait qu’il n’existe pas de contrainte d’appariement pour deux vues linéaires.

Nous allons donc considérer le cas de trois vues. La formulation du probléme est analogue a
celle pour deux vues planaires : soient q; = (u1,1)7,qa = (u2,1)7 et q3 = (u3,1)T des points
correspondants mesurés dans les trois vues. Nous cherchons des points g}, g5 et g5, tels que:

{41, a5, q3} = argmin(d(qi, q})* + d(qz, a5)?) + d(as, 43)°)
(A.1)
sous la contrainte Z?,j,k:l GijkqllinQj qgk =0,

ou G est le tenseur trifocal adéquat (voir 2.4.1).
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Sous I’hypothese d’un bruit gaussien dans la position des points image, ces points sont le plus
vraisemblablement les « vraies » correspondances des points image. Apres avoir déterminé q, @) et
q5, le point 3D Q peut étre calculé par n’importe quelle méthode de triangulation puisque les rayons
de projection considérés s’intersectent précisément.

Contrairement au cas de deux vues planaires, les points cherchés ne peuvent pas €tre paramétrés
par un seul parametre ; il en faut deux. Nous choisissons deux parametres v; et vo tels que :

~ _ (U1 (V2
q; 1 92 1

Ces deux points fixent la position du troisieme par la relation trifocale. Concrétement, le troisieme
point est donné par :

= —Gr12v1v2 — G122v1 — Ga12v2 — Gago
L=
Gi11v1v2 + Gi21v1 + Go11v2 + Gagy

Comme fonction de colit nous obtenons :

G112v1v2 + G122v1 + Ga212v2 + G222 19
Gi11v1v2 + G191 + Go11v2 + Gaog

51(1)1,’02) = (U1 — U1)2 + (UQ — U2)2 + (U3 +

Afin de trouver le minimum global de s, nous calculons ses dérivées partielles par rapport a v et vo
et annulons leurs numérateurs. Ceci mene a deux équations de la forme :

ri(vi,v2) = Giyyvivd +3Gi;;Gra1vivs + 3G111Glayvivg + Giyyvi —
G211(Gr11u1 — 3Ga11)vivs — 3G111(G111Gi21u1 — G111Gaor — 2G121Gar1)viws —
3G121(G111G121u1 — G121Ga11 — 2G111Goa1)vivs — Giay (Gra1ur — 3Gagr )vi —
3G111G211(Gi11u1 — Gorr)vivs +
(3G211(G111Ga21 + 2G121Ga11) — 3G111u1 (G111 Gaz1 + 2Gi21Gor1))vivs +
(3Ga21(G111G221 + 2G121Go11) — 3Gra1u1(Gr21Gar1 + 2Gi111Gonr))vivs —
3G121Ga21(Gi21u1 — Gagt)vi + ...
=0
ro(v1,v2) = G3 0503 4 3G, Gor1v50? + 3G111Gay vav1 + G305 —
G111 (Gr11us — 3Gia1)v3v] — 3Gi11(G111Gar1uz — G111Gao1 — 2Gi21 Gar1)viv] —
3G211(G111G211u2 — G121Ga11 — 2G111Goa1)viv1 — G311 (Ga11uz — 3Gagt )vh —
3G111G121(Gi11u2 — Gia1)v3vl +
(3G121(G121Ga11 + 2G111Ga21) — 3Gi11u2(Gi11Gao1 + 2Gi21Gar1))v3vs +
(3G221(G111Ga221 + 2G121Ga11) — 3Ga11u2(G121Ga11 + 2Gi11Gag1) ) v vy —
3G211G221(Gor1us — Goa1)vs + . ..
= 0.

Former le résultant de ces deux polyndmes aboutit en général a un polynome de degré 49. 11 est pour-
tant possible de simplifier la complexité du probleme en appliquant certaines transformation rigides
dans les images, qui seront dérivées dans la suite. L’application de transformations rigides ne change
en rien le probleéme de minimisation, qui est basé sur des distances dans les images. Nous disposons
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en tout de trois degrés de liberté pour ces transformations rigides : les seules transformations rigides
dans P! sont les translations. Soient T, Ty et T3 des translations dans les images, avec :

(1
= 1)

Le tenseur trifocal apres les translations est G" avec :

11 = G

12 = Giiz — Ginits

lo1 = Gi21 — Ginito

los = Giog — Grioty — (Gi21 — Ginite)ts

211 = G — Ginits

b2 = Goia — Giiats — (Ga11 — Griith)ts

991 = Goo1 — Giarts — (Gar1 — Giiit1)to

h99 = Gaza — Gioat1 — (Ga1a — Griote)ts — (Gag1 — Gia1ts — (Ga11 — Giiitr)ta)ts -

Il est facile de montrer que jusqu’a trois coefficients du tenseur peuvent &tre annulés simultanément en
appliquant des translations appropriées. Notons que le coefficient G111, qui apparait dans les termes
d’ordre supérieur des polyndmes 1 et 9, n’est pas influencé par les translations. A 1’aide de MAPLE,
nous avons tenté de réduire le degré du résultant de r; et r» en annulant simultanément trois coeffi-
cients du tenseur G. Le résultat est un résultant de degré 25, pour lequel nous connaissons directement
une factorisation en un polyndme de degré 15 et un polyndme quadratique, élevé a la puissance 5. Ce
résultat peut aussi €tre obtenu en paramétrant le probleme directement par les coordonnées du point
reconstruit.

L’opération la plus complexe pour la triangulation a partir de trois vues linéaires est donc la
résolution d’un polyndme de degré 15. Il est douteux que ce résultat soit applicable, le degré 15
étant peut-étre trop élevé pour une résolution fiable. Contrairement au cas de deux vues planaires,
la minimisation de la somme des distances absolues peut étre formulée par des équations de degré
inférieur par rapport a la minimisation de la somme des distances carrées. Ceci est montré dans le
paragraphe suivant.

A.2.1 Minimisation de la distance absolue

Comme pour le cas de deux vues planaires, nous adaptons notre méthode de maniere a minimiser
la somme des distances absolues au lieu de la somme des distances carrées. La fonction de cofit est
donc:

Gi12v1v2 + Giaav1 + Ga12v2 + Gaga
Gr11v1v2 + Gr21v1 + Go11v2 + Gagg

32(1;1,112) = \u1 - 711| + |U2 - 112| + |u3 +

Les dérivées partielles sont :

0s2 (G212G111 — G112Ga11)v2 + (... )va + G222 Gra1 — G192Goot
—(1)1,1)2) = w1 +UJ2 D)

Ovy (Gi11v1v2 + Gia1v1 + Go11v2 + Gaor)

0s2 B (G122G111 — G112G121)v? + (.. )v1 + G222Gar1 — G212Gan
o (v1,12) = ws+ws 5

Ova (Gi11v1v2 + Gi21v1 + Ga11v2 + Gaar)
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ol w1, ws,ws et wy sont égaux a —1 ou 1, en fonction des signes des termes de la fonction s9. Nous
éliminons les w; en annulant les dérivées, en séparant les deux termes respectifs et en les élevant au
carré. Ceci mene aux équations suivantes :

rl(vl, 1)2) = (G%ll’U%’U% + 2G111G121’U%’02 + G%le% + 2G111G211’Ul’l}% +... )

(G%ll’l}%’l}% + 2G111G121’U%’02 + G%zl’l]% + 2G111G211’Ul’l}§ ... )

ro(v1,v2) = (G 0203 +2G111Gi2192v9 + (G111G129 — G112Gio1 + Glgy)v? +...)

(G311v3v3 4 2G111G12193v9 + (G119Gio1 — G111Gion 4+ Gogp)v? +...)

Afin de trouver les racines communes de 71 et 79, nous calculons les résultants des 4 combinaisons
des termes dans 7; et 7. Chaque résultant est un polyndme de degré 8 en une variable dont nous
obtenons directement une factorisation en un polynéme de degré 2 et un de degré 6. Le minimum
global est déterminé en évaluant la fonction de cofit a toutes les racines réelles de ces polyndmes.
L’ opération la plus complexe pour trouver le minimum global de s9(v1,v9) est donc la recherche des
racines d’un polyndme de degré 6 ce qui est plutot favorable et ce qui rend I’application de cette
méthode possible.






Recherche des meilleurs points
correspondants par homographie

B.1 Introduction

Nous traitons un probléme similaire a celui de la triangulation (voir la section 4.1) : considérons
les projections d’un plan II dans deux images. Soient H I’homographie entre les deux images associée
alletq; = (u1,v1,1)T et gz = (uy,v2,1)7 les deux projections d’un point Q de IT. En présence
de bruit, q; et g ne vont pas se correspondre exactement par H, c’est-a-dire que Hq; # qo. Le
probleme est maintenant, de trouver deux points @} et g5 qui soient en correspondance et qui soient
le plus proche possible des points originaux q; et qs :

{a, a3} = argmin(d(q1, q1)* + d(q2, q3)%)
(B.1)
sous la contrainte Hqj ~ q} .

Sous I’hypothese d’un bruit gaussien, ces points sont le plus vraisemblablement les « vraies » corres-
pondances (non bruitées).

Ce probleme a été évoqué par Richard Hartley et Andrew Zisserman [76] et nous proposons ici
une solution.
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B.2 Une solution du probleme

Les deux points cherchés ont 4 paramétres, mais grace a la correspondance par H, nous pouvons
les paramétrer par seulement 2 coordonnées u et v: @) = (u,v,1)7 et @y, = HG) = H(u,v,1)". Le
critére de minimisation est :

s1(u,v) = d(q1,d})? + d(qz, dh)>
= (ug —u)? + (v1 —v)? (B.2)
H H H H H H
+(up — nu + Hipov + 13)2 + (v — 21U + Hogv + 23)2 . (B.3)
H3i1u + H3v + H3s H3iu + H3pv + Hss

Nous cherchons maintenant le minimum absolu de s;. Une condition nécessaire pour le minimum est
que les dérivées partielles de s s’annulent :

.
[3H3pv — uy H3y + 3Haz| H3 u® +
[3HZ,v? + (6 H3oH3z — 3uy Hy1 Hao)v — 3uy Hyy Haz + 3H2; | Hau? +
[H3,v3 + (—3uy H3y Hay + 3Hao Hz3)v? + ... Ju —
up Hyyv® + ...
=0
) = Hiots

[3H31u — v1 H3g + 3Ha3| H2v3 +
[3HZ,u® + (6H3y Hsz — 3vy Hsy Hap)u — 3vy Hag Hzs + 3Hag| Hapv® +
[H3u® + (—3viHay Hay + 3Hay Haz)u? + ... ]v —
v Hyud + ...
= 0.

Le résultant de ces polynomes est un polyndme de degré 30 et avec des coefficients trés com-
plexes. Nous cherchons maintenant a réduire son degré. La latitude que nous avons dans la formula-
tion du probleme est que nous pouvons appliquer des transformations rigides dans les deux images
— ceci ne change pas le critére de minimisation qui est basé sur des distances. Considérons les co-
efficients des termes d’ordre élevé des dérivées partielles. Les degrés des polyndmes se réduiraient
considérablement si 1’on pouvait annuler Hs; et Hsy. L’application des transformations rigides T et
To aux images donne lieu a une nouvelle homographie entre les images :

H = ToHT, 1 .
Avec T et Ty de la forme :
cosa; —sino  ti, cosag —sinay ty
Ti=|sina; cosar ti, To=|sinay cosas ta,
0 0 1 0 0 1

H’ devient :

H =
cosa1Hs1 —sinay Hay  sinag Hsq + cos a1 Hsa
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Evidemment, H. 4, ou H}, peuvent étre annulés en choisissant une valeur appropriée pour I’angle
a; de la rotation dans la premiére image. Pourtant, en général Hj; et H}, ne peuvent pas s annuler
simultanément. Si ¢’était possible, H’ serait une transformation affine, et ceci est possible si et seule-
ment si I’homographie originale H est aussi une transformation affine. Ce cas particulier est traité
dans le paragraphe B.4.

Si nous nous décidons d’annuler H%; en mettant oy = arctan g—;, la dérivée partielle par u se
simplifie considérablement, et le résultant des deux dérivées partielles par rapport a la variable u est

un polyndéme de la forme suivante :
ri(v) = (Hs + Hyov)? (H'5ov® + H'oo(.. )07 + H'go (. )08 +...) .

Afin de trouver tous les candidats pour le minimum global de la fonction de cott s1(u,v) il suffit
donc de poursuivre la procédure suivante : on détermine les racines du polynéme 71 (v) et on substitue
dans les deux dérivées partielles tour apres tour v par les racines de r1 pour ensuite déterminer les
racines en u. Pour chaque valeur de v, on retient les « qui sont racine commune des deux dérivées.
Ensuite, le minimum global est déterminé en évaluant s;(u,v) aux valeurs retenues et en choisissant
celles donnant le résultat minimal. L’ opération la plus complexe est la détermination des racines d’un
polyndme de degré 8.

Nous voyons que la complexité du probleme a été réduite grice a une simple rotation dans la
premiere image. Des réductions supplémentaires sont éventuellement possibles en profitant des de-
grés de liberté dont on dispose avec les parametres des transformations rigides restants : aa,t1, to.
Pourtant, ceci nécessiterait des transformations spécifiques pour chaque paire de points traitée et les
calculs pour déterminer ces transformations deviendraient rapidement trés complexes.

B.3 Minimisation de la somme des distances absolues

Comme pour le probleme de la triangulation, nous examinons aussi la forme du probleme lorsque
nous tentons a minimiser la somme des distances absolues entre les points originaux et les points
corrigés, au lieu de la somme des carrés des distances :

{a1, @5} = argmin(d(au, q1) + d(a2, a5))
(B.4)
sous la contrainte Hq} ~ q) .

En appliquant la méme paramétrisation que dans le paragraphe précédent, nous obtenons la fonc-
tion de colt:

sa(u,v) = V(w1 —u)? + (v1 —v)?
Hyju+ Hygv + Hys
+ (U2 —
H3iu + H3pv + H3s

_ Hyu+ Hapv + Hys
" Hyu+ Hypv + Hyy

)2+ (v

Le méme développement que pour la méthode POLY-ABS dans la section 4.5.4 peut étre appliqué
ici. Malgré la simplification Hs; = 0, nous nous retrouvons avec des dérivées partielles de degré 6
(respectivement 8) ce qui semble &tre trop compliqué pour que la poursuite du développement soit
raisonnable.
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B.4 Homographies affines

B.4.1 Minimisation de la somme des carrés des distances

Si I’homographie H est une transformation affine, c’est-a-dire si Hs; = Hss = 0, les inconnues
u et v disparaissent des dénominateurs dans la fonction de cofit (B.3) et ses dérivées partielles sont
linéaires en u et v :

%(u,v) = (H} + Hjy + Hiz)u + (Hy Hip + Hy Hoyp)v +
Hi1H3 + Hy Hyz — H33(H3zzui + Hijug + Havg)

5, W) = (HZ, + H3y + H23)v + (Hi1Hig + Hor Hao)u +

HiyHi3 + HypHoz — H33(H3zzvi + Higug + Hygva) .

Nous obtenons donc une solution directe pour %1 (u,v) = %(u, v) =0:

(33

1
= B(Unga + w1 Hiy His + w1 Hyy Hys — vi Hi1 Hi2H3s — vi Ho1 Hao Hig

+us Hi1 H33 + us Hi1 Hyy Haz — ws Hio Hoy Hoo Haz + va Hot Hy + vo Hyy Hoy Hag — va Hiy His Hao Has
+Hi2Hi3Ho1 Hos + Hii HisHos Hoy — Hii HisHyy — Hi1Hi3Has — Hoi HosHys — H122H21H23)

1
vo= B(UlHéls +v1H}y H3s + viHy H3y — ui Hiy HioHas — uy Hoy Hog Hag

+voHoyHas + voHiy Hoo Has — vaHiy HiaHo1 Has + us Hio Hs + us Hio Hay Has — ug Hyy Hoy Hoy Has
+Hi1Hi2 Hoy Hos + Hi1 HisHo1 Hos — HiHi3Hyy — HisHi3H3s — HooHosHis — Hiy Has Hos)

ou le dénominateur D est donné par :

D = Hjy — 2H11HisHy1 Has + Hyy  Hiy + HiyHis + HisHyg + HisH3y + H3y Has + HaoHig

B.4.2 Simplification

Nous pouvons simplifier davantage la solution du probleme en appliquant des transformations
rigides spécifiques aux images. Soit I’homographie H la composée d’une matrice A et d’un vecteur

b:
A b

Soit A = UDVT une décomposition en valeurs singulieres de la sous-matrice A. L’application des

transformations rigides :
vl o ut’ -U"b
ne(or 9 e )

aux images transforme 1’homographie en la matrice diagonale H’:

H = TQHTlil

Di 0 0
= (0 Dy 0] ,
0 0 1

ou D et Dy sont les valeurs singulieres de A.
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Dt a ces transformations, la fonction de coiit et ses dérivées prennent une forme encore plus
simple, et la solution pour % et ¥ (dans les images transformées) est donnée par :

ﬂ_ul-l-Dluz @_m-l-Dwz
= ) = ) :
Dy D;

B.4.3 Minimisation de la somme des distances absolues

Nous traitons le probleme apres avoir appliqué les transformations rigides du paragraphe précé-
dent. La détermination du minimum global revient finalement a la recherche des racines d’un poly-
ndme de degré 16, mais qui possede une factorisation avantageuse. Notamment, il est de la forme :

ro(u) = (ug — Dyw)(uy —uw)?

W4 .cut )@ u )@ u )P

Le plus haut degré des polyndmes a résoudre est donc de 2.






Calibrage intrinseque a partir de
I’homographie infinie

Soit Hy, I’homographie entre deux vues avec le méme calibrage intrinséque K. Sans perte de gé-
néralité, nous pouvons supposer que det Hy, = 1. Hy, se calcule a partir de K et de la rotation relative
des vues, R, d’aprés Hoo = KRK™L. 1l en découle que R = K~'H K et, grice a I’orthogonalité de
R:

RRT = K 'H KKTHI KT =1 |
C€ que nous pouvons transformer en :
Hoo KKTHIL = KKT . (C.1)

Cette équation est linéaire en les éléments de la matrice symétrique X = KKT, qui représente le
dual de I’image de la conique absolue (cf. 2.7.3). Pour déterminer X, il faut au moins deux homogra-
phies infinies. Ayant trouvé X, K est calculé par une décomposition de Cholesky de X. Le fait que
K33 = 1 nous donne une solution unique pour K. La décomposition de Cholesky n’est possible que
si X est définie positive.

11y a une interprétation géométrique directe a I’équation (C.1). La matrice KK représente le dual
de I'image de la conique absolue, qui, nous le rappelons, se trouve sur le plan a I'infini. L’ image de
la conique absolue est fixe pour des vues possédant le méme calibrage intrinseque. Donc, le transfert
de la conique KK d’une vue 2 une autre, via I’homographie infinie, résulte en KKT.






Preuves pour la dérivation des séquences
critiques

D.1 Cameéra linéaire

D.1.1 Projection des points cycliques

PrRoPOSITION D.1 La projection d’un point cyclique par une caméra linéaire reste fixe lors de
mouvements rigides de la caméra.

Preuve : Il suffit de montrer que tout mouvement rigide dans P2 laisse chacun des deux points
cycliques fixe. Considérons le point cyclique (1,1,0)T. Il est transformé par un mouvement rigide
constitué d’une translation t et d’une rotation d’angle o d’aprés

cosa —sina t 1 cosa — Isina
sinae  cosa iy I = sina + I cosa
0 0 1 0 0
1
~ sina+1 cosa
cosa—Isina
0
1
= I
0

Le résultat analogue peut étre obtenu pour le deuxiéme point cyclique (1, —1,0)7. O
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D.1.2 Séquences critiques par rapport a un point non a I’infini

PropPosITION D.2 Considérons une caméra linéaire avec des parameétres intrinséques constants se
déplagant sur un cercle . S’il existe un seul point Qg sur VU, différent des points cycliques, dont les
projections dans toutes les vues sont identiques, ceci est aussi le cas pour tous les autres points sur
v,

Preuve : Les projections des points cycliques sont fixes dans toutes les vues d’une caméra linéaire
avec des paramétres intrinséques constants. Donc, il existe trois points sur ¥ avec cette propriété —
Qo,Ietd.

Considérons un quatriéme point Q; quelconque sur . Les centres de projection de la caméra se
trouvent également sur le cercle. Donc, les birapports des droites reliant les centres de projection avec
les points Qq,I,J et Q; sont tous identiques (théoreme de Chasles [171]). Les droites en question
sont les rayons de projection de ces 4 points. Donc, le birapport des droites est égale au birapport des
points image correspondants. Trois parmi les quatre points ayant des projections fixes et le birapport
des quatre points image étant constant, les projections du quatriéme point sont aussi identiques dans
toutes les vues. O

CoRoOLLAIRE D.1 La condition suivante est nécessaire et suffisante pour qu’une séquence de mou-
vements soit critique par rapport a un point non a I’infini : la caméra se déplace sur un cercle et les
projections d’un point sur le cercle qui est différent des points cycliques sont identiques dans toutes
les vues.

Preuve : Le fait qu’une telle séquence de mouvements est critique, se prouve facilement a I’aide de
la proposition D.2 : les projections de chaque point sur le cercle sont identiques, donc tous les points
imaginaires sont des points cycliques potentiels. Chaque cercle contient des points imaginaires hors
de la droite a I’infini. Il existent alors de faux points cycliques et la séquence est critique.

Le réciproque a été prouvé au cours de la section 7.8. O

D.2 Cameéra planaire

D.2.1 Insignifiance des parametres intrinseques

Dans la section 7.9 nous prétendons que la question si une séquence de mouvements donnée est
critique est indépendante des parametres intrinseques effectifs de la caméra. Ceci peut étre prouvé
facilement : soit w; la projection d’une conique 3D 2 dans la vue ¢. Si €2 est une conique absolue
potentielle, nous avons :

Wi ~ Wwj , 1§i,j§m .

Un changement de parametres intrinseéques correspond a la pré-multiplication des matrices de pro-
jection par une matrice M3y3 non singuliere. Les coniques dans les images sont transformées de la
maniére suivante :

wZ{ ~ M_TwiM_l .
Evidemment, les coniques transformées sont également identiques :

wgww;-, 1<4,5<m .



D.2. CAMERA PLANAIRE 201

Donc, les parametres intrinseques de la caméra n’ont pas d’importance pour la question si une conique
est une conique absolue potentielle. En outre, on peut choisir la transformation M de maniere a obtenir
un calibrage intrinseque représenté par la matrice identité. Dans ce cas, les matrices de projection ont
la forme :

PZ'NRZ'( I |—tz') .

D.2.2 La matrice d’un cOne a partir du vertex et d’une conique

PROPOSITION D.3 Soit ® une conique sur le plan support IT = (Z = 0), représentée par la
matrice :
a b d

b ¢ e

d e f

Un cone K avec vertex V = (X, Y, Z,1)T non sur II, et qui contient ®, peut étre représenté par
la matrice :

aX+bY +d

a b - == d
b c _bX+cY+e e

_ Z

K= _ aX+bY+d _ bX+cY+e aX2+cV242bXY+2dX+2eY+f  dX+eY+f
7 7 dX?f'z Y+f 4

€

d e —== f

Preuve : Nous devons prouver que (i) V est un point singulier de K et que (ii) K contient ® (un
cdne est défini par son vertex et une conique dont le plan support ne contient pas le vertex).

(i) La multiplication KV résulte en le vecteur nul, donc V est un point singulier de K.

(i) L’intersection de K avec le plan Z = 0 contient exactement les points Q = (X', Y’,0,1)T avec
QTKQ = 0. Cette derniére équation devient alors :

aX? + YV +2X'Y' +2dX' +2Y' + f=0

ce qui n’est rien d’autre que I’équation de la conique ® dans le plan Z = 0. Alors, K contient
P,

D.2.3 Transformation rigide de cones

ProPoOSITION D.4 Deux cones Ay et Ay sont égaux a une transformation rigide prés, si et seule-
ment si leurs premiéres sous-matrices 3 x 3 ont les mémes valeurs propres, a un facteur prés.

Preuve : Soient les cdnes données par :

A~ My by
b-lr C1
Ay ~ Ms  bo

b—2r Co
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Nous pouvons déplacer les cones par des translations sans changer le probléme. Nous choisissons
d’effectuer des translations telles que tous les deux cdnes ont comme vertex I’origine. Les translations
n’affectent pas les premiéres sous-matrices M; et M, et la condition que le point (0,0,0,1)" est un
point singulier fait que les cones transformés sont représentés par :

M; O
A = !
or o
( My O
Ay = 2
or 0

Ces cOnes sont égaux a une transformation rigide prés, si et seulement s’il existe une matrice ortho-
gonale R telle que:

RT 0 R 0
A ~ A
or 1 or 1
Il en découle que :
RTM;R ~ M, .

Ceci veut dire que M1 et My sont conjuguées, a un facteur prés, et qu’elles ont les mémes valeurs
propres, a un facteur prés. Réciproquement, I’égalité (a un facteur prés) des valeurs propres de deux
matrices symétriques implique I’existence d’une matrice orthogonale R telle que I’équation ci-dessus
soit satisfaite. O

D.2.4 Surlecas?7.9

Soient €2 un cercle et A; un cone elliptique comme dans la section 7.9.1.2. Dans la suite, nous
déterminons tous les vertexes ty tels que les cones engendrés par to et {2 soient égaux a A; a une
transformation rigide pres.

Nous dérivons d’abord une contrainte sur la distance de to du plan support IT de €2. Soit Ay le
cOne engendré par un vertex ty et 2. Supposons qu’il existe une transformation rigide T entre A4
et Ag. Ceci veut dire que si I’on applique I’inverse de T au plan support IT, sans transformer A1, on
obtient un plan Iy qui coupe A; en un cercle de la méme dimension que (2. Ceci n’est possible que si
Iy a la méme distance du vertex de A; que II. L’application de T sur A; résulte en Ao dont le vertex
to est alors a la méme distance de II que le vertex de A;.

Avec les notations de la section 7.9.1.2, ceci veut dire que t93 = *%13. Les équations (7.12) se
simplifient alors :

p(a® (1) +133) + B2 (t]y + t13) +1) = a’(t5; +tis) + b2 (13, + t13) + 1
P ti5(a’V* (8] +11y +113) +a> +b7) = ti5(a’b (85 + 5y +t13) +a’ +b7)
3
p° = 1.
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Puisque p = 1, les deux premieres équations deviennent :

a®(th + t%3) + b (t], + t%3) = d’(t5 + t%?,) + 0 (t5, + t%3)
th+tl, = 5+ .

Puisque 2 est un cercle, nous avons a = b, et les deux équations sont identiques :
2 2 _ 42 2
1)+t =1y +1yn -

Ceci est I’équation d’un cercle en les coordonnées X et Y. Il en découle que to se trouve sur deux
cercles dont les plans support sont paralleles et équidistants a II. Les cercles ont la méme dimension,
mais elle est différente de celle de €2 (€2 est un cercle imaginaire) et la projection orthogonale de leurs
centres sur II coincide avec le centre de €2 (cf. la figure 7.11).

D.2.5 Une translation pure

ProPosITION D.5 Soit £ une conique 3D propre et imaginaire hors de II.,. Considérons une ca-
méra se déplacant par une translation pure : soient t1 et to les positions du centre de projection,
avant et apres la translation, toutes deux hors du plan support de €.

Les projections de 2 dans les deux vues sont égales si et seulement si le point milieu de t; et to
coincide avec le centre de €.

Preuve : Sans perte de généralité, nous pouvons suppose que €2 se trouve sur le plan Z = 0 et
gu’elle est représentée, dans ce plan, par la matrice :

Q ~

o O 8

0 0
b 0
01

Soit R la partie rotationnelle de I’orientation de la caméra. Les matrices de projection avant et aprés
la translation sont alors (nous ignorons les paramétres intrinseques, conformément au paragraphe
D.2.1):

P, ~ R( I |—t1)
Py ~ R( I |—to).

Leur restriction sur les points du plan Z = 0 est:

1 0 —tn
Pl ~ R|0 1 —t
0 0 —t3
1 0 —tn
P, ~ R0 1 —tg
0 0 —to3

Les projections de 2 dans les deux vues sont données par :

w o~ PHTTQEP)T!
wr ~ (PYTTQPYT.
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L’égalité de wy et wy revient a la contrainte suivante :

a 0 a(tuif—g — t21) a 0 0
0 b b(t12§f—§ — t22) ~10 b 0
) 2
a(tll% — t21) b(tlgii—i — t22) (L(tH% - t21)2 + b(tlzif—i - t22)2 + % 0 0 1

Puisque a et b sont non nuls (sinon, € ne serait pas propre), on obtient des conditions nécessaires et
suffisantes pour I’égalité de w; et wo :

to3

ti1— —ta1 = 0
t13
to3
tig— —t2 = 0
t13
2
: Y
i3

Comme nous pouvons exclure que t13 # 0 et t23 # 0 (t; et ty se trouvent en dehors du plan Z = 0),
ces conditions se traduisent finalement par :

to = —t1 .
Ceci ne signifie rien d’autre que le point milieu de t; et t est, en coordonnées homogeénes, le point

(0,0,0,1) . La preuve s’achéve en remarquant que ce point est le centre de €. 0
CoOROLLAIRE D.2 Considérons deux vues d’une caméra se déplacant par une translation pure. Les
coniques absolues potentielles pour ce mouvement sont exactement :

> toutes les coniques propres et imaginaires du plan a I’infini ;

> et toutes les coniques propres et imaginaires dont le centre se trouve au milieu des deux centres
de projection.

Il en découle qu’il existe un seul plan dont toutes les coniques propres et imaginaires sont des co-
niques absolues potentielles : le plan a I’infini. Sur tous les plans passant par le point milieu des
centres de projection, il existent une famille de coniques de trois dimensions, dont les coniques propres
et imaginaires sont des coniques absolues potentielles.

D.3 Homographies avec des coniques fixes et contrainte du module pour
la reconstruction affine

PropPosITION D.6 Une homographie H associée a un plan, qui laisse une conique propre globale-
ment invariante, a des valeurs propres {1, A1 Az, ﬁ—;}, pour un A; réel. Si deux des valeurs propres
sont des nombres complexes, les valeurs propres sont alors {1, A1e’®, \1e=/®}, pour un © réel.

Preuve : Soit ® une conique qui est globalement invariante a H, c’est-a-dire que & ~ H-T®H1.
Ceci est équivalent a:

d~H'®H . (D.1)
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Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que detH = 1 ce qui nous permet d’enlever le
facteur multiplicatif inconnu de I’équation (D.1) :

d=H"OH .

Soient 7; les valeurs propres de H et v; des vecteurs propres correspondants, c’est-a-dire que Hv; =
7;v;. Alors:

dv; = H'®Hv,

1
& —dv; = H'ov,; ,
T;

c’est-a-dire que ®v; est un vecteur propre de HT associé a la valeur propre Ti Puisque H et HT
doivent avoir les mémes valeurs propres, nous avons I’égalité suivante entre les spectres de Het HT :

{1, 72,73} = {— — —}

T1 7'2 T3

(il s’agit d’une égalité d’ensembles non ordonnés). 1l est facile de voir que I’'une des valeurs propres
doit étre égale a 1, disons 7;. Quant aux deux autres, elles doivent étre le réciproque I’'une de
I'autre : 73 = 1 . Si nous omettons la condition que det H = 1, les valeurs propres de H deviennent

{)\1,/\1)\2, o } ou A1 = v/det H est un nombre réel et \y = 7.
Si 7 (et donc aussi 73) ne sont pas des nombres réels, ils sont complexes conjugués et d’aprés
=L = % on peut les écrire comme 75 = e!© et 5 = e~1©, pour un O réel. 0

T3
PrRoPOSITION D.7 Une homographie H associée a un plan, qui laisse une conique propre et imagi-
naire globalement invariante, a des valeurs propres du méme module, c’est-a-dire des valeurs propres
{\, Aef® Xe™ 11, pour des ) et © réels.

Preuve : Soit ® une conique imaginaire propre qui est globalement invariante a I’homographie
H, c’est-a-dire que HT ®H = ®. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que det H = 1. De
la proposition D.6 il découle que H a des valeurs propres {1, 7, %}.

Si 7 =1, alors 1 est une triple valeur propre de H et la proposition est correct. Maintenant, nous
allons prouver par contradiction que si 7 # 1 alors 7 ne peut pas étre réel. Supposons que 7 est réel et
gue 7 # 1. Dans ce cas, toutes les valeurs propres de H sont différentes et il existe une décomposition
de H de la forme H = VEV~!, avec & = diag(1, 7, ) la matrice diagonale des valeurs propres de
H et V une matrice de vecteurs propres correspondant Nous développons cette relation :

HT®H = @
v TevTevsv-! = @
wiev = vieve ! .

Soit A = (a)ij =VToV:

YA = Ax!
a1z
ann a2 a3 ann "2 Ta13
Taz Taz Tas | = |an 2 Tas
asi a32 a33 as2
3 2 = az1 2 Tass

Puisque 7 # 1, cette équation implique que :

a12 =a13 =0az1 = a2 = a3 =az3 =0 .
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Alors, A = VT®V est de la forme:

aill 0 0
VIeV=| 0 0 a3
0 a23 0

ol a1 et a3 sont réels (VT ®V est symétrique). Donc, la matrice VT ®V représente une parabole ce
qui signifie qu’ils existe un point réel x avec :

x"VTovx =0 .

Vx est aussi un point réel et se trouve sur la conique ®. Le fait que ¢ contient un point réel est en
contradiction avec I’hypothése que ® est une conigque imaginaire. Par conséquent, la supposition que
T # 1 est réel, est fausse.

De la proposition D.6 il découle finalement que les valeurs propres sont {\, Ae!®, Xe=7®}, pour
des A et © réels. 0

REMARQUE D.1 Les réciproques des propositions D.6 et D.7 sont faciles & prouver. Puisque nous
ne les utilisons pas, nous en omettons les preuves.

COROLLAIRE D.3 (CONTRAINTE DU MODULE) L’homographie infinie pour deux vues avec les
mémes paramétres intrinséques a des valeurs propres du méme module.

Preuve : Grace a I’égalité des parametres intrinseques, les projections de la conique absolue
dans les deux vues sont identiques. Par conséquent, I’homographie infinie laisse une conique imagi-
naire et propre invariante et on peut appliquer la proposition D.7 pour compléter la preuve. O
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Vision 3D non calibrée : contributions a la reconstruction projective et étude des
mouvements critiques pour I’auto-calibrage

Cette theése concerne la reconstruction tridimensionnelle d’objets a partir d’images prises par des
caméras. Le schéma classique s’appuie sur un calibrage hors ligne des caméras. Ce calibrage n’est
pas toujours possible et des applications dynamiques requierent en général fréquemment une mise a
jour du calibrage au vol. Il est donc clairement souhaitable de pouvoir s’affranchir du besoin d’un
calibrage hors ligne.

Dans cette these, nous nous concentrons d’une part sur des méthodes de reconstruction non cali-
brée et d’autre part sur le concept de calibrage en ligne ou auto-calibrage. Nous tichons d’obtenir des
mesures tridimensionnelles méme avec des images prises par des caméras non calibrées. Les informa-
tions obtenues ne sont pas de nature métrique, mais elles sont néanmoins exploitables pour des taches
de reconnaissance d’objets ou d’asservissement de robots. Nous avons développé plusieurs méthodes
pratiques pour la reconstruction tridimensionnelle non calibrée.

L’auto-calibrage ou calibrage en ligne consiste a calibrer une caméra uniquement a partir d’images
d’objets inconnus. Les images prises au cours d’une application peuvent donc étre utilisées simultané-
ment pour I’application elle-mé&me et pour le calibrage de la caméra. Notre contribution majeure dans
ce domaine est une étude des conditions de dégénérescence qui s’averent apparaitre fréquemment en
pratique. Plus précisément, nous identifions tous les types de mouvements de caméra qui prohibent
I’auto-calibrage.

Mots clés : vision par ordinateur, calibrage, reconstruction tridimensionnelle, reconstruction projec-
tive, auto-calibrage, séquence de mouvements critique.

Uncalibrated 3D Vision: Contributions to Projective Reconstruction and Study of the
Critical Motions for Self-Calibration

This thesis is about threedimensional reconstruction of objects from images taken by cameras. The
classical scheme is based on an off-line calibration of the cameras. Very often, this is not available
and, in general, dynamic applications need a frequent update of the calibration. Thus it is clearly
desirable to get rid off the requirement of performing an off-line calibration.

In this thesis, we concentrate on the one hand on methods for uncalibrated reconstruction and
on the other hand on the concept of on-line or self-calibration. We try to get threedimensional mea-
surements even from images taken with uncalibrated cameras. The obtained information is not of a
metric nature, but still useful for tasks such as object recognition or the visually guided control of
robot motions. We have developed several methods for uncalibrated threedimensional reconstruction.

Self-calibration consists of calibrating a camera only from images of unknown objects. Images
taken in course of an application can thus be used simultaneously for the application itself and for
camera calibration. Our major contribution in this domain is a study of degeneracy conditions that
turn out to be a very common problem in practice. In concrete terms, we identify all types of camera
motion that prevent self-calibration.

Keywords: computer vision, calibration, threedimensional reconstruction, projective reconstruction,
self-calibration, critical motion sequence.
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