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Introduction

La vision par ordinateur est le cadre g�en�eral de ce travail. Pour la d�e�nir en
une phrase, cette discipline s'attache �a extraire de mani�ere automatique des infor-
mations �a partir d'images, en vue d'e�ectuer des tâches sp�eci�ques.

Par image on entend un tableau bidimensionnel de valeurs dont chaque �el�e-
ment(pixel) correspond �a la mesure d'une grandeur physique. De mani�ere g�en�erale,
de par son caract�ere bidimensionnel d'une part, par la restriction de la mesure �a
une seule grandeur physique d'autre part et en�n par le ph�enom�ene de discr�eti-
sation, une image repr�esente une perte d'information importante par rapport �a la
sc�ene tridimensionnelle initiale. Il est donc important, pour pouvoir analyser une
image, de connâ�tre le m�ecanisme de formation de cette image. Dans notre cas, les
images utilis�ees sont issues de cam�eras CCD noir et blanc. La grandeur mesur�ee
est donc l'intensit�e lumineuse dans le spectre de la lumi�ere visible.

Les traitements e�ectu�es sur ce type d'image en vision par ordinateur sont
g�en�eralement class�es en trois niveaux [Mar 78].

Un premier niveau de traitement, appel�e souvent \vision bas-niveau", est la seg-
mentation, ou regroupement des pixels en ensembles coh�erents. On peut s'attacher
�a di��erents types de coh�erence : on cherche �a regrouper les pixels correspondant
au même objet, �a la même ligne de discontinuit�e, �a la même couleur ou la même
intensit�e, au même mouvement etc: : :

Un deuxi�eme niveau concerne la restitution des caract�eristiques spatiales, g�eo-
m�etriques et cin�ematiques de la sc�ene observ�ee : ce sont les domaines de la recons-
truction, du positionnement, de l'analyse du mouvement, et aussi de la reconnais-
sance d'objet, lorsque celle-ci est bas�ee sur la description g�eom�etrique des objets.

Un troisi�eme niveau s'attache au contenu s�emantique de la sc�ene observ�ee :
il s'agit alors de d�etecter la pr�esence et d'identi�er les objets observ�es comme
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10 Introduction

appartenant �a une cat�egorie pr�ed�e�nie.

Notre travail se situe au niveau interm�ediaire de la restitution des caract�eris-
tiques g�eom�etriques de la sc�ene observ�ee, soit dans le but de d�eterminer e�ecti-
vement la forme et la position des objets tridimensionnels, soit dans le but de
d�etecter dans l'image la pr�esence d'objets connus a priori. Les applications sont
nombreuses, tant dans le domaine de la robotique pour l'aide �a la pr�ehension ou au
d�eplacement autonome dans un environnement �eventuellement connu, que dans le
domaine m�edical, pour l'aide au diagnostic ou l'aide au geste chirurgical. Un autre
domaine d'application important est celui de la t�el�ed�etection.

Le premier point auquel nous nous int�eressons est la perception tridimension-
nelle. Pour restituer la forme tridimensionnelle des objets �a partir d'images, l'ap-
proche traditionnellement utilis�ee est la suivante [Bal 82] [Aya 87] [Sko 88].

{ La projection e�ectu�ee par la cam�era est approxim�ee. Les mod�eles les plus
couramment utilis�es sont ceux de la projection perspective et de la projec-
tion parall�ele (ou projection orthographique). Cette derni�ere conduit �a une
formulation lin�eaire des �equations de projection. Des mod�eles plus pr�ecis doi-
vent parfois être utilis�es, comme une projection perspective, distordue par un
di��eomorphisme du plan.

{ Les valeurs des param�etres intervenant dans ce mod�ele sont �evalu�ees, �a l'aide
d'objets dont la position est parfaitement connue (mire ou balises). C'est
l'�etalonnage de la cam�era [Tsa 87].

{ Pour chaque point de l'image, on d�etermine alors le(s) point(s) de la sc�ene
susceptible(s) de se projeter en ce point : c'est le probl�eme de la r�etroprojec-
tion.

{ Si on dispose de plusieurs images, les points de chaque image sont mis en
correspondance a�n de regrouper les points qui sont les projet�es d'un même
point de la sc�ene. La position de ce point est ensuite d�etermin�ee par triangu-
lation.

Cette m�ethode se heurte �a plusieurs di�cult�es. L'�etalonnage est une �etape d�e-
licate et tr�es sensible aux erreurs de mesure. Par ailleurs, son utilisation suppose
que les param�etres de la cam�era ne soient pas modi��es au cours du temps. Ceci est
pourtant le cas si la cam�era est d�eplac�ee entre deux prises de vues ou si on e�ectue
une mise au point. De plus, l'�etalonnage n'est pas �able au cours du temps : une
cam�era immobile, �a focale �xe, peut voir ses param�etres biais�es, par un change-
ment des conditions thermiques par exemple. Ceci restreint beaucoup le champ des
applications pour lesquelles cette m�ethode peut être utilis�ee. C'est pourquoi des
alternatives ont �et�e recherch�ees, et les approches permettant d'�eviter enti�erement
ou partiellement l'�etape d'�etalonnage suscitent un int�erêt croissant.

Certaines techniques de positionnement ne supposent connus qu'une partie des
param�etres des cam�eras [Hor 89], [Yua 89], [Liu 90]. Il est cependant possible d'uti-
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liser pour le positionnement des cam�eras pour lesquelles on ne dispose d'aucun �eta-
lonnage, même partiel. En e�et les images provenant d'une cam�era non �etalonn�ee
fournissent des informations sur la position relative des objets observ�es. C'est en
partie ce qui nous permet de reconstituer la sc�ene que nous voyons sur une photo-
graphie, même si nous ne connaissons ni la position de l'appareil photo au moment
de la prise de vue, ni les caract�eristiques optiques de l'objectif (focale, angle de
vue : : : ). Cette information sur la position relative des objets peut être atteinte en
utilisant les propri�et�es g�eom�etriques du mod�ele de projection employ�e. Si on adopte
le mod�ele de projection parall�ele, les propri�et�es de la g�eom�etrie a�ne sont dispo-
nibles et il est possible de calculer une description a�ne de la sc�ene observ�ee. Ceci
est mis en �uvre dans plusieurs travaux : on peut citer ceux de Koenderink et Van
Doorn [Koe 89], Sparr et Nielsen [Spa 90] et de Tomasi et Kanade [Tom 91]. Si le
mod�ele de la projection perspective est utilis�e, la transformation entre la sc�ene est
l'image est une transformation projective. Les propri�et�es de la g�eom�etrie projective
peuvent alors être appliqu�ees.

Notre travail s'inscrit dans ce cadre : nous utilisons le mod�ele de la projection
perspective, que nous supposons valide, et nous cherchons alors �a d�eterminer les
informations que nous procurent les propri�et�es de la g�eom�etrie projective. Notre
premi�ere contribution est une m�ethode de positionnement relatif �a l'aide des inva-
riants projectifs. Nous consid�erons deux images d'une même sc�ene, provenant de
cam�eras non �etalonn�ees, et dont les points sont suppos�es appari�es. Nous montrons
alors que si nous connaissons la position dans l'espaces de six points dits de r�ef�e-
rence (constitu�es de deux groupes de quatre points coplanaires ou de six points en
position quelconque), alors nous pouvons d�eterminer la position tridimensionnelle
de tous les autres points observ�es. Cette m�ethode ne n�ecessite aucune connaissance
sur les cam�eras, ni leur position, ni leurs caract�eristiques optiques. La seule hypo-
th�ese concernant les cam�eras est la validit�e du mod�ele de projection perspective.
Si la position des points de r�ef�erence n'est pas connue, ou est seulement connue
approximativement, notre m�ethode permet d'�etablir la position relative des points
observ�es par rapport aux points de r�ef�erence.

Dans le cas o�u on cherche �a d�eterminer les caract�eristiques tridimensionnelles
des objets, non pas pour les positionner, mais pour les reconnâ�tre, les propri�et�es
de la g�eom�etrie projective sont aussi utilisables. En e�et, il existe des invariants
projectifs, c'est-�a-dire des quantit�es g�eom�etriques se conservant au cours des trans-
formations projectives : ils ont donc une valeur identique dans la sc�ene et dans
l'image, ou dans deux images d'une même sc�ene. Le mod�ele de projection parall�ele,
li�e �a la g�eom�etrie a�ne, fournit d�ej�a les invariants associ�es aux a�nit�es [Hut 91]
[Gro 91]. Cependant, l'�ecart entre le mod�ele de la projection parall�ele et la projec-
tion e�ectu�ee par une cam�era r�eelle ne permet d'utiliser ces invariants que dans des
conditions tr�es restreintes, par exemple pour des points de vue tr�es proches. Par
contre les invariants projectifs sont conserv�es entre deux images d'une même vue,
quelque soit la position respective des points de vue de chaque image. Ils se pr�esen-
tent donc comme de bons candidats pour les processus de reconnaissance d'objets
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et plusieurs travaux concernent des syst�emes de reconnaissance bas�es sur les inva-
riants projectifs [For 90a] [For 90b] [For 91a] [Rot 91] [For 91b] [For 92] [Bat 91].
Coelho et al. [Coe 91] ont �etudi�e la variation de plusieurs invariants en fonction du
point de vue, et Lenz et Meer [Len 92] ont soulev�e le probl�eme de la sym�etrisation
des invariants projectifs. Cependant peu d'�etudes ont �et�e men�ees pour �evaluer la
sensibilit�e de ces derniers au bruit de mesure ainsi que pour d�eterminer leur pouvoir
de discrimination.

Notre seconde contribution est donc une �etude de la stabilit�e des invariants
projectifs. Nous pr�esentons des r�esultats th�eoriques sur les invariants projectifs
(en particulier l'expression de la fonction de r�epartition du birapport), et nous
proposons des crit�eres de s�election des invariants projectifs dans le cadre d'un
processus de reconnaissance.

Le plan suivi dans ce m�emoire est le suivant.

Dans un premier chapitre sont introduites les notions fondamentales de la g�eo-
m�etrie projective : espace projectif, base projective, transformations projectives et
invariants projectifs. Nous pr�esentons aussi les propri�et�es que nous utilisons dans
la suite : le th�eor�eme de Chasles, le principe de dualit�e, la relation entre g�eom�etrie
projective et g�eom�etries a�ne et euclidienne. En plus des notions g�en�erales, nous
avons d�evelopp�e dans ce chapitre quelques aspects plus pointus. En particulier,
nous explicitons le lien entre les transformations projectives de l'espace projectif
dans le plan projectif et les mod�eles de projection a�ne et perspective. Nous mon-
trons aussi comment on peut caract�eriser un point par des coordonn�ees construites
�a partir d'invariants projectifs et nous donnons la relation entre ces coordonn�ees
projectives et les coordonn�ees homog�enes habituellement utilis�ees.

Un deuxi�eme chapitre pr�esente en d�etails la m�ethode de positionnement relatif
�a partir des invariants projectifs. Outre le positionnement des points observ�es,
nous montrons qu'�a partir des mêmes hypoth�eses de d�epart, nous pouvons aussi
d�eterminer la position de la cam�era par rapport aux points de r�ef�erence, pr�edire la
position d'un point dans une nouvelle image o�u on connâ�t les projet�es des points
de r�ef�erence, et d�eterminer la g�eom�etrie �epipolaire dans le cas de la st�er�eovision. Les
r�esultats obtenus avec cette m�ethode sur des images r�eelles contenant des objets
poly�edriques sont pr�esent�es. Ils nous permettent de valider la m�ethode et d'�evaluer
de mani�ere quantitative la pr�ecision obtenue.

Une �etude de pr�ecision du positionnement relatif dans le cas de cam�eras mobiles
constitue le troisi�eme chapitre. Nous cherchons d'abord �a �evaluer l'incidence des
erreurs a�ectant les points de l'image sur le point reconstruit �a l'aide de birapports.
Une �etude di��erentielle nous permet de constater qu'en dehors des con�gurations
d�eg�en�er�ees, la pr�ecision obtenue est identique �a celle obtenue avec un cam�era par-
faitement �etalonn�ee. Nous cherchons ensuite �a comparer de mani�ere quantitative
les pr�ecisions obtenues en pr�esence d'incertitudes avec une m�ethode utilisant l'�eta-
lonnage et avec une m�ethode utilisant les invariants projectifs. Pour cela nous
consid�erons une con�guration st�er�eo plane (compos�ee de deux cam�eras di��erentes
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ou d'une cam�era mobile), pour laquelle il existe une incertitude sur la position des
cam�eras. C'est le cas typique d'une cam�era �x�ee sur un robot mobile et dont la
position est donn�ee par l'interm�ediaire de capteurs odom�etriques. Nous d�erivons
les calculs de reconstruction, soit en supposant les cam�eras �etalonn�ees, soit en uti-
lisant trois points de r�ef�erence align�es et la m�ethode g�eom�etrique. Nous constatons
que certaines con�gurations sont d�eg�en�er�ees pour la m�ethode g�eom�etrique : pour
certains points de vue, cette m�ethode ne peut être appliqu�ee. Par contre, en dehors
de ces con�gurations, la m�ethode g�eom�etrique est moins a�ect�ee par les erreurs
sur la position des cam�eras que le positionnement e�ectu�e par l'interm�ediaire de
l'�etalonnage pour lesquelles elle d�eg�en�ere. Par contre, les deux m�ethodes utilisent
la position des cam�eras et nous montrons que la m�ethode g�eom�etrique est moins
sensible �a l'erreur sur ces positions, d�es lors qu'on s'�eloigne des con�gurations d�e-
g�en�er�ees.

Le dernier chapitre pr�esente notre �etude sur la stabilit�e des invariants projectifs.
Nous cherchons �a caract�eriser la sensibilit�e des invariants projectifs aux erreurs de
mesure dans les images, ainsi qu'�a d�eterminer leur pouvoir de discrimination dans
le cadre d'un processus de reconnaissance. Nous commen�cons par une �etude de la
stabilit�e du birapport de quatre points align�es. Nous d�erivons l'expression analy-
tique de la fonction de r�epartition du birapport, pour une distribution uniforme
des abscisses des quatre points. Ce r�esultat nous donne une mesure du pouvoir dis-
criminant d'un birapport en fonction de sa valeur. Il nous permet aussi de d�e�nir
un crit�ere de similarit�e entre deux valeurs de birapports. Une �etude di��erentielle
met en �evidence les con�gurations d�eg�en�er�ees et aboutit �a une �evaluation a priori
de l'incertitude sur le birapport de quatre points connaissant les coordonn�ees des
points et les incertitudes sur ces coordonn�ees. Nous nous int�eressons ensuite aux in-
variants de cinq points coplanaires. Ce sont ceux qui sont g�en�eralement utilis�es pour
la reconnaissance, car cinq points coplanaires constituent la con�guration g�en�erale
la plus simple admettant des invariants projectifs dans une projection perspective
3D-2D. Une �etude th�eorique du birapport issu de cinq points coplanaires m�ene �a des
conclusions analogues �a celles obtenus avec le birapport de quatre points align�es.
Nous proposons ensuite di��erents invariants projectifs de cinq points coplanaires,
et nous comparons leur stabilit�e et leurs performances pour la reconnaissance sur
des simulations bruit�ees.

Le chapitre de conclusion r�esume les di��erents r�esultats et pr�esente les perspec-
tives de recherche envisag�ees �a la suite de ce travail.





Chapitre 1

Introduction �a la g�eom�etrie

projective

1.1 Introduction

Ce sont les math�ematiciens de la Gr�ece antique qui les premiers on introduit la
g�eom�etrie projective. Ils ont �enonc�e ses propri�et�es g�eom�etriques et d�ecouvert son
invariant fondamental : le birapport. La g�eom�etrie projective a ensuite �et�e utili-
s�ee par les peintres de la Renaissance qui cherchaient �a rendre l'e�et de profondeur
dans leurs toiles, c'est �a dire �a simuler l'e�et de la vision humaine. C'est au XIX�eme
si�ecle que la g�eom�etrie projective a �et�e �etudi�ee de mani�ere approfondie et qu'ont �et�e
�enonc�es tous les th�eor�emes que nous connaissons aujourd'hui. On peut citer les tra-
vaux de Poncelet, qui dans son Trait�e des propri�et�es projectives des �gures (1822) a
�etudi�e les propri�et�es invariantes par une s�erie de projections perspectives d'un plan
dans un autre. Klein, dans son discours Erlangen Programme (1872) a g�en�eralis�e la
notion d'invariant associ�e �a un groupe de transformations. Les photogramm�etres
ont depuis plusieurs d�ecennies utilis�e ces propri�et�es, mais c'est r�ecemment que la
g�eom�etrie projective et ses invariants ont fait l'objet d'un int�erêt croissant dans la
communaut�e de la vision arti�cielle.

Les concepts fondamentaux de la g�eom�etrie projective sont introduits dans ce
chapitre. Il pr�esente les notions, le vocabulaire et les notations qui seront utilis�es

15
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dans les chapitres suivants.

1.2 Espace projectif

1.2.1 D�e�nition

On d�e�nit l'espace projectif IP n comme l'espace quotient de ICn+1 n f(0; : : : ; 0)g
par la relation d'�equivalence :

(x1; : : : ; xn+1) � (x1
0; : : : ; xn+1

0)

, 9� 6= 0 = (x1
0; : : : ; xn+1

0) = �(x1; : : : ; xn+1):

Ainsi les deux (n+1)-uplets (x1; : : : ; xn+1) et �(x1; : : : ; xn+1) repr�esentent le
même point de l'espace projectif IP n.

Un point de IP n est donc repr�esent�e par ses coordonn�ees homog�enes (x1; : : : ; xn+1)
qui sont d�e�nies �a un facteur de proportionnalit�e pr�es.

1.2.2 Base projective

Une base projective de IP n est un ensemble de n + 2 points dont tous les sous-
ensembles de n+ 1 points sont lin�eairement ind�ependants.

D�e�nissons d'abord la notion de points lin�eairement d�ependants. Des points sont
dits lin�eairement d�ependants s'il existe une relation lin�eaire liant leurs coordonn�ees
homog�enes.

La base projective canonique est form�ee des n + 2 points suivants : (1,0,: : : ,0),
(0,1,: : : ,0), : : : (0,: : : ,1) et (1,1,: : : ,1). Les n+1 premiers points de la base canonique
sont appel�es points de r�ef�erence et le dernier point est appel�e point unit�e, selon la
terminologie employ�ee par Semple et Kneebone.

Une base projective d�e�nit de mani�ere unique un syst�eme de coordonn�ees pour
IP n dans lequel elle est la base projective canonique : pour d�e�nir un syst�eme de
coordonn�ees de IP n, il su�t donc de choisir n + 2 points formant une base pro-
jective, et de leur attribuer les coordonn�ees (1,0,: : : ,0), (0,1,: : : ,0), : : : (0,: : : ,1) et
(1,1,: : : ,1).

Un changement de base consiste en une transformation lin�eaire : les coordonn�ees
homog�enes Y d'un point dans la nouvelle base s'expriment en fonction des coordon-
n�ees X du point dans l'ancienne base et d'une matriceM de taille (n+1)� (n+1)
de changement de base :

Y t =MX t

La matrice M est elle aussi d�e�nie �a facteur de proportionnalit�e pr�es et elle est
compl�etement d�etermin�ee par le choix des points de la nouvelle base projective.
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1.2.3 Lien entre IP n et IRn

On �etablit g�en�eralement une correspondance entre les points de IRn et IP n par
l'injection suivante :

IRn �! IP n

(x1; : : : ; xn) 7�! (x1; : : : ; xn; 1)

Certains points de IP n ne sont pas atteints par cette correspondance : ce sont
les points de l'hyperplan de IP n d'�equation xn+1 = 0.

Ces points ne sont associ�es �a aucun point usuel de IRn. Cependant, on peut
faire correspondre �a chaque point de IP n tel que xn+1 = 0 , le n-uplet suivant :

lim
xn+1!0

(
x1
xn+1

; : : : ;
xn
xn+1

)

Ce n-uplet peut être interpr�et�e soit comme le point �a l'in�ni dans la direction
(x1; : : : ; xn), soit comme la direction vectorielle (x1; : : : ; xn). Nous utiliseront g�en�e-
ralement cette premi�ere interpr�etation et l'hyperplan xn+1 = 0 sera appel�e hyper-
plan de l'in�ni.

Le choix de xn+1 = 0 comme hyperplan contenant les points de l'in�ni est
totalement arbitraire : tout hyperplan de IP n peut être choisi comme hyperplan
de l'in�ni, pour �etablir une correspondance entre IP n et IRn. Pour la g�eom�etrie
projective, il n'y a aucune distinction entre des points �a l'in�ni et les autres : tous
les points de IP n sont �equivalents. On peut donc voir IP n comme une extension
de IRn, dont le formalisme permet de manipuler les points a l'in�ni de mani�ere
identique aux autres points de IRn.

1.3 Transformations projectives

1.3.1 D�e�nition

On appelle transformation projective toute application lin�eaire des coordonn�ees
homog�enes.

Une transformation projective de IP n dans IPm s'exprime donc sous forme ma-
tricielle : l'image Y d'un point X de IP n est d�e�nie par :

Y t = AX t o�u A est une matrice de taille (m+ 1)� (n+ 1)

On peut remarquer que A et �A d�e�nissent la même application projective.
La matrice associ�ee �a une projection perspective est donc d�e�nie �a un facteur
multiplicatif pr�es : elle n'a que (n+ 1)(m+ 1) � 1 degr�es de libert�e.
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1.3.2 Nombre de points d�eterminant une transformation projective

Cas des homographies

Les transformations de IP n dans lui{même, ou homographies forment un groupe.
Une homographie �equivaut �a un changement de base. Elle est donc d�e�nie de ma-
ni�ere unique par l'image d'une base projective de IP n. Une d�emonstration compl�ete
de cette propri�et�e peut être trouv�ee dans [Sem 52]. Nous ne ferons ici qu'une br�eve
consid�eration de degr�es de libert�e.

D�eterminer une homographie est �equivalent �a d�eterminer �a un facteur multipli-
catif pr�es la matrice qui lui est associ�ee. Cette matrice contient (n+1)2�1 = n2+2n
param�etres ind�ependants.

Chaque correspondance entre un point de la base et son image fournit (n+ 1)
�equations lin�eaires en les inconnues. n �equations seulement sont ind�ependantes,
puisque les points sont exprim�es en coordonn�ees homog�enes. On dispose donc de
n(n + 2) = n2 + 2n �equations contenant les n2 + 2n inconnues. Dans le cas o�u
les points utilis�es forment une base projective, ces �equations sont ind�ependantes
et il existe une solution unique. Si les points ne forment pas une base projective,
le nombre d'�equations ind�ependantes est insu�sant pour d�eterminer tous les pa-
ram�etres de la transformation projective : il existe alors plusieurs solutions. Une
homographie de IP n est donc d�e�nie par les images de n + 2 points formant une
base projective.

Cas g�en�eral

Dans le cas d'une transformation projective quelconque de IP n dans IPm, l'image
d'une base de IP n n'est pas n�ecessairement su�sante pour d�eterminer la transfor-
mation.

Envisageons le cas de la projection de IP 3 dans IP 2 qui nous int�eresse tout
particuli�erement. Une telle transformation est d�etermin�ee par une matrice 3� 4 �a
3 � 4 � 1 = 11 param�etres ind�ependants. Chaque correspondance entre un point
de IP 3 et son image dans IP 2 fournit m = 2 �equations ind�ependantes. Une base de
IP 3, constitu�ee de de 5 points ne fournit donc que 10 �equations, et ne su�t pas
pour d�eterminer la transformation.

Une transformation projective 3D-2D est donc d�etermin�ee par les images de 6
points de IP 3. Il faut remarquer cependant que 6 points fournissent 12 �equations :
la derni�ere est redondante.

1.3.3 Transformations projectives de IP 3 dans IP 2 et projections

Si nous pouvons appliquer les propri�et�es de la g�eom�etrie projective au mod�ele
de la projection perspective, c'est parce que le mod�ele de projection perspective
que nous utilisons est une transformation projective de IP 3 dans IP 2. Inversement,
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on peut se demander �a quelles projections g�eom�etriques correspondent les trans-
formations projectives de IP 3 dans IP 2. En fait, nous avons d�emontr�e la propri�et�e
suivante.

Th�eor�eme 1 Soit une transformation projective de IP 3 dans IP 2, repr�esent�ee par
une matrice P de taille 3� 4 en coordonn�ees homog�enes. Consid�erons dans IP 3 le
plan x4 = 0, auquel nous donnons un sens particulier : c'est le plan de l'in�ni. Nous
d�e�nissons aussi un rep�ere euclidien de l'espace, compatible avec le choix du plan
de l'in�ni. La matrice P peut alors avoir di��erentes interpr�etations g�eom�etriques.
Soit la matrice A de taille 3� 3 form�ee des trois premi�eres colonnes de la matrice
P .

Si A est de rang 3, alors P repr�esente une projection perspective, c'est �a dire
une projection centrale, dont le centre n'appartient pas au plan de l'in�ni, et dont
le plan de projection est di��erent du plan de l'in�ni et ne contient pas le centre de
projection.

Si A est de rang 2, alors P repr�esente la composition d'une projection ortho-
gonale sur un plan et d'une homographie de ce plan. Dans le cas particulier o�u la
derni�ere ligne de la matrice A est nulle, alors l'homographie est une transforma-
tion a�ne du plan. La matrice P repr�esente alors une transformation parall�ele de
l'espace euclidien dans le plan de projection.

Si A est de rang 1, alors P est une projection de l'espace dans le plan mais tous
les points se projettent sur une droite du plan.

La d�emonstration est donn�ee en annexe. La premi�ere partie de ce th�eor�eme
(concernant le cas de la matrice A de rang 3) a aussi �et�e d�emontr�ee par Faugeras
dans son livre 3D Computer Vision, �a parâ�tre [Fau 92b].

1.4 Invariants projectifs

Les invariants projectifs sont les invariants g�eom�etriques associ�es aux transfor-
mations projectives.

1.4.1 Qu'est-ce qu'un invariant?

Commen�cons par donner une d�e�nition tr�es g�en�erale d'un invariant. On consi-
d�ere deux ensembles E et F et un ensemble T de transformations de E dans F .
Soient e un �el�ement quelconque de E et I une fonction des �el�ements de F . I est un
invariant si elle prend la même valeur pour toutes les images de e par n'importe
quel �el�ement de T :

8e 2 E 8t; t0 2 T I(t0(e)) = I(t(e))
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Si E = F , on a plus simplement :

8e 2 E 8t 2 T I(t(e)) = I(e)

On d�e�nit l'orbite Oe d'un point e de E comme l'ensemble des points images de e
par les transformations de T .

Oe = ft(e)jt 2 Tg

Il d�ecoule des pr�ec�edentes d�e�nitions que si I est un invariant pour les transforma-
tions T de E dans F , alors I est constant en tous les points d'une même orbite. Un
invariant est dit complet si il prend des valeurs di��erentes sur chaque orbite, c'est
�a dire si et seulement si :

I(f1) = I(f2)() 9 e 2 E tel que f1 2 Oe et f2 2 Oe

Cas des groupes Dans le cas o�u E est une vari�et�e et o�u T est un groupe continu,
localement param�etrable, agissant sur E, on peut appliquer la th�eorie des invariants
alg�ebriques associ�es aux groupes de Lie et on dispose de propri�et�es suppl�ementaires
sur les invariants. En particulier, dans ce cas, les orbites sont disjointes et forment
une partition de l'ensemble vectoriel E.

On dispose aussi d'un th�eor�eme permettant de d�eterminer le nombre d'inva-
riants ind�ependants. Pr�ecisons d'abord la notion d'invariants ind�ependants. Soit I
un invariant d'une con�guration x et soit f une fonction quelconque, alors f(I(x))
est aussi un invariant de x. On voit donc qu'�a partir d'un invariant I, on peut
g�en�erer une in�nit�e d'invariants f(I), mais li�es par une d�ependance fonctionnelle :
ils ne peuvent pas varier ind�ependamment. Des invariants ind�ependants sont carac-
t�eris�es par des d�eriv�ees partielles lin�eairement ind�ependantes. Le th�eor�eme suivant
donne le nombre d'invariants ind�ependants associ�es au groupe de transformations
G op�erant sur un espace vectoriel E :

Nombre d0invariants = dimE � (dimG�min
x2E

(dimGx))

o�u Gx est le groupe d'isotropie ou groupe stabilisateur de x. Il est d�e�ni par :

Gx = fg 2 G j g(x) = xg

Par exemple, on peut calculer le nombre d'invariants ind�ependants associ�es au
groupe G des homographies de IP 2 agissant sur l'espace E des quintuplets de IP 2.
La dimension de G est 8 (nombre de coe�cients ind�ependants de la matrice as-
soci�ee). La dimension de E est 10 (2 degr�es de libert�e par point). Si x est un
quintuplet contenant une base projective, le groupe d'isotropie est r�eduit �a l'iden-
tit�e. minx2E(dimGx) est donc nul. Le nombre d'invariants ind�ependants est donc
10� (8� 0)) = 2. Cinq points du plans admettent donc 2 invariants ind�ependants
pour les homographies planes.

On dispose aussi de di��erentes m�ethodes (di��erentielle et symbolique) pour
calculer analytiquement les invariants. Nous ne d�evelopperons pas ce point, et le
lecteur est renvoy�e �a l'article de Forsyth [For 90a] et �a celui de P. Gros [Gro 92].
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1.4.2 Le birapport

Le birapport est l'invariant projectif fondamental : la plupart des invariants pro-
jectifs plus complexes peuvent s'exprimer en termes de birapports. Par exemple,
la fonction alg�ebrique utilis�ee par Zisserman et al. pour caract�eriser deux coniques
coplanaires est bas�ee sur les matrices sym�etriques associ�ees �a chacune des coniques.
On peut montrer qu'une paire de coniques est caract�eris�ee par des invariants s'expri-
mant en fonction de birapports. Leur calcul ne n�ecessite alors que des constructions
g�eom�etriques simples sur les coniques [Qua 92].

Birapport de quatre points align�es

Soient A, B, C, D quatre points colin�eaires, nous d�e�nissons leur birapport,
not�e [A;B;C;D], comme :

[A;B;C;D] =
AC �BD

AD �BC
(1:1)

o�u AB est la mesure alg�ebrique de AB. Cette formulation du birapport est valable
pour les points situ�es �a l'in�ni �a condition d'utiliser les conventions suivantes :

1

1
= 1;

a

1
= 0;

1

a
=1 avec a 2 IR

Th�eor�eme fondamental :

Th�eor�eme 2 Toute homographie conserve le birapport.

La conservation du birapport est illustr�ee par la �gure 1.1, et peut s'exprimer
par :

[A;B;C;D] = [A0; B0; C 0;D0]:

Ce th�eor�eme peut se d�emontrer en utilisant le th�eor�eme de Thal�es. Semple et Knee-
bone donnent une autre d�emonstration utilisant les secteurs angulaires [Sem 52].

Birapport d'un faisceau de quatre droites

Le birapport d'un faisceau de quatre droites l1, l2, l3, l4 concourantes en O est
d�e�ni par le birapport [A;B;C;D] des points d'intersection du faisceau avec une
droite quelconque l, qui ne contient pas O.

On le note aussi [O;A;B;C;D] (birapport des droites OA;OB;OC;OD).

Le birapport de quatre droites peut s'exprimer sous di��erentes formes. On peut
le calculer en fonction des coordonn�ees homog�enes des points O, A, B, C, D sous
la forme propos�ee par M�obius [M�ob 85], lorsque les points A, B, C, D ne sont pas
align�es :

k =
jOACj jOBDj

jOADj jOBCj
(1:2)
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O

A B C D

A’

B’

C’

D’

l1
l2

l3

l4

l

Fig. 1.1 - Birapport de quatre droites

o�u

jP1P2P3j =

�������
x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3

�������
et (xi; yi; zi) sont les coordonn�ees homog�enes de Pi.

De cette expression d�ecoule imm�ediatement l'expression du birapport en fonc-
tion des angles entre les droites du faisceau :

k =
sin( ~OA; ~OC)sin( ~OB; ~OD)

sin( ~OA; ~OD)sin( ~OB; ~OC)
(1:3)

Birapport d'un faisceau de quatre plans

Le birapport d'un faisceau de quatre plans p1, p2, p3, p4 ayant une droite com-
mune est d�e�ni comme le birapport [l1; l2; l3; l4] de leurs quatre droites d'intersection
avec un plan quelconque p. Ceci est bien sûr ind�ependant du choix de p. (voir �gure
1.2).

La notion de birapport, ainsi que la formule de M�obius se g�en�eralisent dans IP n

pour tout faisceau de quatre hyperplans concourants en un espace de dimension
n� 1 [Bri 83].
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Fig. 1.2 - Birapport de quatre plans

1.4.3 Invariants projectifs des transformations de IP 3 dans IP 2

Les transformations projectives de IP 3 dans IP 2 nous int�eressent plus particu-
li�erement puisque ce sont celles que nous utiliserons pour mod�eliser la projection
e�ectu�ee par une cam�era. On peut alors se demander quels sont les invariants
projectifs associ�es �a ces transformations. Burns [Bur 90] a d�emontr�e le r�esultat
suivant :

Th�eor�eme 3 Il n'existe aucun invariant g�en�eral des transformations projectives
de IP 3 dans IP 2.

Plus pr�ecis�ement, soient P = (p1; : : : ; pn) et Q = (q1; : : : ; qn) deux ensembles de n
points de IP 3. Alors on peut construire une suite de k n-upletsM1 = (m11; : : : ;m1n),
: : : , Mk = (mk1; : : : ;mkn) telle que :

{ Les orbites de P et M1 s'intersectent.

{ Pour tout i, les orbites de Mi et Mi+1 s'intersectent.

{ Les orbites de Mk et Q s'intersectent.

Dire que les orbites de deux n-uplets de IP 3 s'intersectent signi�e qu'il existe
deux transformations projectives de IP 3 dans IP 2 projetant respectivement ces deux
n-uplets sur le même n-uplet de IP 2.
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Un invariant, s'il existe, doit être constant sur chacune des orbites ; il prend donc
la même valeur sur des orbites qui s'intersectent. Ceci implique qu'un invariant des
transformations projectives de IP 3 dans IP 2, applicable aux n-uplets de IP 3 est
n�ecessairement constant.

En revanche, si on se restreint �a certains n-uplets de IP 3, les orbites associ�ees �a
ces n-uplets peuvent être disjointes et il devient alors possible de trouver des inva-
riants pour ces n-uplets. Par exemple, les n-uplets de points coplanaires pr�esentent
des invariants pour les transformations projectives de IP 3 dans IP 2 : en e�et, il su-
bissent une homographie de IP 2 et on peut utiliser les invariants vus pr�ec�edemment,
en particulier les birapports de faisceaux plans.

En conclusion, les invariants projectifs utilisables dans le cadre des transfor-
mations de IP 3 dans IP 2 se limitent �a des ensembles de points qui ne sont pas en
position g�en�erale, en particulier les ensembles de points align�es ou coplanaires. Une
autre solution, est, comme le propose Hartley [Har 92b] de construire des invariants
�a partir de plusieurs images d'un même ensemble de points.

1.4.4 Coordonn�ees projectives

Etant donn�es P un point de IP n, et B une base projective IP n, il est possible de
caract�eriser P par rapport �a B par des quantit�es d�e�nies g�eom�etriquement �a partir
d'invariants projectifs : c'est ce que nous appellerons les coordonn�ees projectives de
P par rapport �a la base projective B. Il d�ecoule du paragraphe pr�ec�edent que ces
\coordonn�ees" sont invariantes par toute homographie.

On donnera une d�e�nition des coordonn�ees projectives uniquement dans les cas
de la droite projective IP 1 et du plan projectif IP 2, mais cette notion est facilement
g�en�eralisable dans IP n.

Coordonn�ees projectives sur la droite

Soit une droite l et 3 points de cette droiteA,B et C formant une base projective
de l. Il su�t pour cela que A, B et C soient distincts. Soit P un point de l. P et A,
B, C d�e�nissent un birapport, �eventuellement in�ni. � = [A;B;C; P ]. Inversement,
�etant donn�e un scalaire �, prenant ses valeurs dans IR

S
f1g, il existe un unique

point P tel que le birapport [A;B;C; P ] soit �egal �a �.

Tout couple de r�eels (x1; x2) tel que x1=x2 = � est appel�e coordonn�ees projectives
du point P dans la base projective d�e�nie par (A;B;C).

En fait, le birapport � su�t �a caract�eriser P . Il permet de d�eterminer la position
d'un point P dans la base projective (A;B;C) en utilisant la relation suivante :

AP =
AC �BA

�BC �AC

Dans le cas o�u � =1, P est confondu avec A
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Coordonn�ees projectives dans le plan

Dans le plan projectif IP 2, quatre points quelconques A;B;C;D non align�es
trois �a trois d�e�nissent une base projective. (voir �gure 1.3). Etant donn�e un point
P de IP 2, trois r�eels (x1; x2; x3) tels que

x1 = x3[A;B;C;D;P ] = x3[AB;AC;AD;AP ]

x2 = x3[B;A;C;D;P ] = x3[BA;BC;BD;BP ]

sont les coordonn�ees projectives de P dans la base (A;B;C;D).

P

A

C

B

D
k1

k2

Fig. 1.3 - Coordonn�ees projectives dans un plan

Tout point P de IP 2 peut être r�ef�erenc�e de mani�ere unique par ses coordonn�ees
projectives, mis �a part les points de la droite (AB) qui ont tous les mêmes coordon-
n�ees projectives. Les coordonn�ees projectives sont d�e�nies �a un facteur multiplicatif
pr�es et ne d�ependent pas du syst�eme de r�ef�erence des coordonn�ees homog�enes dans
lequel sont d�ecrits les points.

En fait, les birapports k1 = x1=x3 et k2 = x2=x3 su�sent pour d�eterminer un
point quelconque en dehors de la droite (AB) et ils seront donc utilis�es par la suite
�a la place des coordonn�ees projectives.

Lien entre coordonn�ees projectives et coordonn�ees homog�enes

Nous l'avons vu dans le paragraphe pr�ec�edent, les coordonn�ees projectives se
d�e�nissent par rapport �a une base projective, et �a un facteur de proportionnalit�e
pr�es. Les coordonn�ees homog�enes pr�esentent les mêmes propri�et�es. Quel est le lien
entre ces deux caract�erisations?

On se donne un point P du plan projectif, d�e�ni par ses coordonn�ees projectives
(x1; x2; x3) dans une base projective (A;B;C;D). Soient (x; y; z) les coordonn�ees
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homog�enes de P dans la repr�esentation du plan projectif o�u A, B, C, D ont les
coordonn�ees suivantes :

A = [0; 1; 0]
B = [1; 0; 0]
C = [0; 0; 1]
D = [1; 1; 1]

On cherche a exprimer les coordonn�ees projectives en fonction des coordonn�ees
homog�enes. Les coordonn�ees (x1; x2; x3) sont d�etermin�ees par la valeur des deux
birapports :

k1 = [A;B;C;D;P ] =
jABDj jACP j

jABP j jACDj

k2 = [B;A;C;D;P ] =
jBADj jBCP j

jBAP j jBCDj

et
x1
x3

= k1

x2
x3

= k2

Les coordonn�ees projectives sont donc, �a un facteur de proportionnalit�e pr�es :

x1 =
jACP j

jACDj
=

�������
0 0 x
1 0 y
0 1 z

��������������
0 0 1
1 0 1
0 1 1

�������
= x

x2 =
jBCP j

jBCDj
=

�������
1 0 x
0 0 y
0 1 z

��������������
1 0 1
0 0 1
0 1 1

�������
= y

x3 =
jABP j

jABDj
=

�������
0 1 x
1 0 y
0 0 z

��������������
0 1 1
1 0 1
0 0 1

�������
= z
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Ceci signi�e que les coordonn�ees projectives d'un point P dans la base projec-
tive (A;B;C;D) sont exactement les coordonn�ees homog�enes de ce point dans la
repr�esentation o�u A, B, C et D ont pour coordonn�ees respectives : (0; 1; 0), (1; 0; 0),
(0; 0; 1) et (1; 1; 1).

Les coordonn�ees projectives des points de la base projective ne sont pas d�e�nies,
si on utilise la construction g�eom�etrique. Mais �a la suite de la remarque pr�ec�edente,
on peut d�e�nir par extension les coordonn�ees projectives des points de la base
projectives, comme �etant (0; 1; 0), (1; 0; 0), (0; 0; 1) et (1; 1; 1).

Cette formulation fournit aussi une m�ethode pratique pour calculer les coordon-
n�ees projectives associ�ees �a un point, �etant donn�ees les coordonn�ees homog�enes des
cinq points A, B, C, D, P dans une repr�esentation quelconque : les coordonn�ees
projectives de P seront alors :

x1 =
jACP j

jACDj
x2 =

jBCP j

jBCDj
x3 =

jABP j

jABDj

Inversement, comment calculer les coordonn�ees homog�enes d'un point connais-
sant ses coordonn�ees projectives? En reprenant les expressions ci-dessus, on obtient
trois �equations lin�eaires en les coordonn�ees homog�enes de P . La r�esolution de ce
syst�eme donne les coordonn�ees homog�enes de P en fonction de ses coordonn�ees
projectives et des coordonn�ees homog�enes de A, B, C, D.

1.5 Propri�et�es utiles

Dans ce paragraphe, nous �enon�cons quelques unes des propri�et�es fondamen-
tales de la g�eom�etrie projective qui nous seront utiles par la suite : nous verrons le
th�eor�eme de Chasles, le principe de dualit�e et le lien entre g�eom�etrie projective et
g�eom�etries a�ne et euclidienne.

1.5.1 Conique de Chasles

Les coniques en g�eom�etrie projective

Les coniques sont des objets projectifs : un changement de rep�ere projectif trans-
forme une conique en une conique.

d�emonstration
L'�equation d'une conique est une �equation homog�ene de degr�e 2 en fonction des
coordonn�ees homog�enes (x1; x2; x3) d'un point P :

3X
i=1

3X
j=1

aijxixj = 0
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On peut supposer sans faire de restriction que aij = aji. L'�equation d'une conique
peut alors s'�ecrire sous une forme matricielle :

X tAX = 0 o�u X =

264 x1
x2
x3

375 et A est une matrice 3� 3 sym�etrique

Soit une conique C associ�ee �a une matrice sym�etrique A, d'�equation :

X tAX = 0

On e�ectue un changement de rep�ere associ�e �a une matrice P inversible. Les nou-
velles coordonn�ees X 0 et anciennes coordonn�ees X d'un point sont li�ees par la
relation :

X = P X 0

d'o�u

X t = X 0t P t

En rempla�cant X et X t dans l'�equation de C, on obtient l'�equation de C dans le
nouveau rep�ere :

X 0t P tAP X 0 = 0

On pose A0 = P tAP . Le lieu des points v�eri�ant l'�equation X 0tA0X 0 = 0 est une
conique.2

Une conique est transform�ee en une autre conique par un changement de base
projective. Cependant, en g�eom�etrie projective, il n'existe aucune distinction entre
les di��erents types de coniques : ellipse, parabole et hyperbole n'ont de sens qu'en
g�eom�etrie a�ne, c'est �a dire si on a d�e�ni la droite de l'in�ni. Dans ce cas, un
changement de rep�ere projectif peut alors transformer une ellipse en une hyperbole
et inversement. Il su�t pour cela que le changement de base transforme une droite
coupant l'ellipse en la droite de l'in�ni.

Toute homographie transforme donc une conique en une autre conique, �even-
tuellement d�eg�en�er�ee (r�eduite �a une droite ou un segment).

Nombre de degr�es de libert�e d'une conique

Une conique est enti�erement d�etermin�ee par la matriceA qui lui est associ�ee. La
matriceA est une matrice 3�3 sym�etrique, d�e�nie �a un facteur de proportionnalit�e
pr�es. Son degr�e de libert�e est donc 5. Un point de la conique fournit une �equation.
Cinq points du plan non quatre �a quatre align�es d�e�nissent donc de mani�ere unique
une conique passant par ces points.
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A

B

C

D

P

Q

Fig. 1.4 - Conique de Chasles : [P ;A;B;C;D] = [Q;A;B;C;D]

Th�eor�eme de Chasles

Th�eor�eme 4 (Chasles) Soient quatre points A, B, C, D formant une base du
plan projectif. Soit k un r�eel. Le lieu des points sommets d'un faisceau de droites
passant par A, B, C, D et de birapport k est une conique.
Inversement, si P appartient �a une conique contenant A, B, C,D, alors le birapport
du faisceau de droites de sommet P et passant par A, B, C, D est ind�ependant de
P . (voir �gure 1.4)

L'�equation de la conique C d�e�nie par quatre points A, B, C, D et un birapport
k s'�ecrit facilement :

P 2 C () [P ;A;B;C;D] = k

()
jPACj jPBDj

jPADj jPBCj
= k

() jPACj jPBDj � k jPADj jPBCj = 0

Chaque d�eterminant jPXY j est un polynôme homog�ene du premier degr�e en
(x; y; z). Le membre gauche de l'�equation est donc un polynôme homog�ene de degr�e
2 en (x; y; z). C'est donc bien l'�equation d'une conique. On v�eri�e facilement que
les points A, B, C et D annulent cette �equation et appartiennent donc �a la conique.
Ceci d�emontre la partie directe du th�eor�eme.

La r�eciproque de ce th�eor�eme se d�emontre tr�es �el�egamment : il su�t d'observer
qu'elle est imm�ediate dans le cas du cercle : les angles du faisceau issu de P se
conservent lorsque P varie sur le cercle. Le birapport du faisceau est donc constant
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(voir eq.1.3). Cette propri�et�e ne faisant intervenir que des notions projectives (inci-
dence, birapport), elle se g�en�eralise �a toute conique, puisque cercle et conique sont
�equivalents en g�eom�etrie projective.

1.5.2 Principe de dualit�e

A tout hyperplan de IP n est associ�e le n+1-uplet (a1; : : : ; an+1) tel que

n+1X
i=1

aixi = 0

est l'�equation de l'hyperplan. Cette �equation caract�erise l'ensemble des points de co-
ordonn�ees (x1; : : : ; xn+1) appartenant �a l'hyperplan. Inversement si on �xe un point
(x1; : : : ; xn+1), cette �equation repr�esente l'ensemble des hyperplans (a1; : : : ; an+1)
contenant ce point.

L'�equation
Pn+1

i=1 aixi = 0 caract�erise en fait la relation d'incidence entre un
point et un hyperplan, et ce de mani�ere sym�etrique pour les points et les hyper-
plans. L'ensemble des points (x1; : : : ; xn+1) de IP n et l'ensemble des hyperplans
(a1; : : : ; an+1) de IP n sont �equivalents. C'est le principe de dualit�e : toute propri�et�e
des points est transposable en une propri�et�e des hyperplans.

Le principe de dualit�e n'apporte rien sur la droite projective IP 1, puisque les
points eux-mêmes sont les hyperplans de IP 1.

Par contre, les points et les droites sont duaux dans le plan projectif IP 2. Cette
dualit�e s'exprime essentiellement par l'�equivalence entre la notion d'alignement
pour les points et la notion de concourance pour les droites : deux points d�e�nissent
une droite et deux droites d�e�nissent un point. Un ensemble de points align�es est
dual d'un faisceau de droites concourantes.

On peut donner un exemple de propri�et�e imm�ediatement d�eduite du principe
de dualit�e. On sait que 5 points P1, P2, P3, P4, P5 , d�e�nissent un birapport, celui
du faisceau de droites de sommet P1 et passant par les points P2, P3, P4,P5. On
peut donc en d�eduire que 5 droites l1, l2, l3, l4, l5 , d�e�nissent un birapport, celui
des points appartenant �a la droite l1, et intersections de l1 avec l2, l3, l4, l5. (voir
�gure 1.5)

Toujours grâce au principe de dualit�e, on en d�eduit directement que le birapport
ainsi d�e�ni a pour valeur :

k =
jl1l2l4j jl1l3l5j

jl1l2l5j jl1l3l4j

o�u jliljlkj est le d�eterminant de la matrice 3 � 3 contenant les coordonn�ees
homog�enes des droites li, lj, lk.
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l1l2

l3

l4

l5

P2

P3

P4

P5

Fig. 1.5 - Birapport associ�e �a cinq droites : [l1; l2; l3; l4; l5] = [P2; P3; P4; P5]

1.5.3 G�eom�etries a�ne et euclidienne

La g�eom�etrie projective englobe les g�eom�etries a�ne et euclidienne : ces der-
ni�eres sont des restrictions de la g�eom�etrie projective. De ce fait, les transformations
a�nes et les transformations euclidiennes sont des sous{groupes des homographies.
Inversement, les invariants projectifs sont aussi des invariants a�nes et euclidiens.

G�eom�etrie a�ne

La g�eom�etrie a�ne se d�eduit de la g�eom�etrie projective en �xant l'hyperplan
de l'in�ni.

Transformations a�nes

Les transformations a�nes sont donc les transformations projectives qui conservent
globalement l'hyperplan de l'in�ni. On peut dire de mani�ere �equivalente qu'une
transformation est a�ne si et seulement si elle conserve le parall�elisme. En e�et
des droites sont parall�eles si et seulement si elles s'intersectent en un point du plan
de l'in�ni. Dans le cas de IP n, l'hyperplan de l'in�ni peut donc être d�etermin�e par
la donn�ee de n paires ind�ependantes de droites parall�eles.

Si on �xe comme hyperplan de l'in�ni le plan xn+1 = 0, alors la matrice associ�ee
�a toute transformation a�ne a la forme suivante :266664

t1

A
...
tn

0 : : : 0 1

377775
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A est une matrice n� n correspondant �a la partie lin�eaire de la transformation
a�ne et (t1; : : : ; tn) est le vecteur de translation.

Invariants a�nes

Le parall�elisme, qui n'est pas une notion projective, est un invariant a�ne fon-
damental. A partir du parall�elisme de droites, on peut d�e�nir la notion de plans
parall�eles (s�ecants en une droite situ�ee dans le plan de l'in�ni), et droites parall�eles
(s�ecantes en un point du plan de l'in�ni).

L'invariant alg�ebrique fondamental en g�eom�etrie a�ne est le rapport des lon-
gueurs de 3 points align�es. On peut noter que cet invariant est en fait un birapport
faisant intervenir un point �a l'in�ni. Si A, B et C sont 3 points d'une droite l, et si
D est le point �a l'in�ni sur l, alors, en utilisant les conventions vues au paragraphe
1.4.2, on a

[A;B;C;D] =
AC �BD

AD �BC
=

AC

BC

G�eom�etrie Euclidienne

La g�eom�etrie euclidienne est une restriction suppl�ementaire de la g�eom�etrie
a�ne : l'hyperplan de l'in�ni est globalement �x�e, ainsi que certains points de cet
hyperplan.

Transformations euclidiennes du plan

Les transformations euclidiennes du plan sont les transformations a�nes qui
conservent une paire de points de la droite de l'in�ni. Ces deux points I; J sont
appel�es points absolus et ils peuvent être choisis arbitrairement sur la droite de
l'in�ni. Une transformation euclidienne qui conserve le couple (I; J), est une trans-
formation directe. Inversement, si le couple (I; J) a pour image le couple (J; I), la
transformation est dite indirecte.

Etant donn�ees deux droites l1, l2 et A1, A2 leurs intersections respectives avec
la droite de l'in�ni (voir �gure 1.6) , le birapport

k12 = [A1; A2; I; J ]

est invariant par toute transformation euclidienne directe, et il est transform�e en
son inverse par toute transformation euclidienne indirecte.

Si on a choisi x3 = 0 comme droite de l'in�ni et si on choisit comme points abso-
lus les points cycliques (1; i; 0) et (1;�i; 0), les transformations euclidiennes sont les
similitudes planes : rotations translations, homoth�eties et sym�etries orthogonales.
On d�e�nit alors les cercles comme les ellipses intersectant la droite de l'in�ni en
les points cycliques. L'angle entre deux droites l1 et l2 est d�e�nit par la formule de
Laguerre :

� = (~l1;~l2) =
1

2i
log[A1; A2; I; J ]
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droite de l’infini

J

α

A1
A2

l 1

l 2

I

Fig. 1.6 - Les points cycliques et le lien avec la notion d'angle en g�eom�etrie
euclidienne.

Dans cette même repr�esentation, la matrice associ�ee �a une transformation eu-
clidienne directe prend la forme suivante [Sem 52] :

264 a cos� a sin� t1
�a sin� a cos� t2

0 0 1

375
et une transformation euclidienne indirecte a la forme :264 a cos� a sin� t1

�a sin� �a cos� t2
0 0 1

375
On retrouve les matrices associ�ees aux similitudes du plan.

Transformations euclidiennes de l'espace

On obtient la g�eom�etrie euclidienne de l'espace �a partir de la g�eom�etrie a�ne
de l'espace en �xant une conique du plan de l'in�ni. Cette conique ne contient
que des points imaginaires et elle est appel�ee conique absolue ; on la note 
. Les
transformations euclidiennes de l'espace sont les transformations a�nes qui lais-
sent globalement invariante la conique absolue. Les intersections d'un plan avec 

d�e�nissent les points absolus associ�es �a ce plan.

Si on choisit comme plan de l'in�ni le plan x4 = 0 et si on choisit dans ce plan
la conique d'�equation x21 + x22 + x23 = 0 comme conique absolue, alors on retrouve
ainsi qu'en g�eom�etrie euclidienne du plan, la notion d'angle. L'angle entre deux
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I

J

α

A1
A2

Plan de l’infini

l 12

l 1

l 2

Ω

Fig. 1.7 - La conique absolue et la notion d'angle dans l'espace euclidien

droites s�ecantes l1 et l2 est d�e�nit par :

� = (~l1;~l2) =
���� 12i log[A1; A2; I; J ]

����
o�u I et J sont les intersections du plan contenant l1 et l2 avec 
 (points cycliques
associ�es �a ce plan) et A1 et A2 sont les intersections de l1 et l2 avec le plan de l'in�ni.
Ces quatre points sont align�es car il appartiennent �a la droite l12, intersection du
plan contenant l1 et l2 et du plan de l'in�ni. Ils d�e�nissent donc bien un birapport
(voir �gure 1.7).

Dans la pratique, la position de 
 peut être d�etermin�ee en utilisant des connais-
sances a priori sur les propri�et�es euclidiennes de l'espace [Bou 93]. Une premi�ere
solution consiste �a utiliser le fait que tous les cercles de l'espace intersectent 
. Si
on connâ�t trois cercles non deux �a deux coplanaires, chacun intersecte le plan de
l'in�ni en deux points qui appartiennent �a 
. Ces six points d�eterminent l'�equation
de 
. En e�ectuant le changement de rep�ere a�ne qui ram�ene l'�equation de 
 �a
x1 + x2 + x3 = 0, on obtient une repr�esentation euclidienne de l'espace.

Une deuxi�eme solution utilise l'invariant euclidien : l'angle. Si on connâ�t l'angle
entre deux droites concourantes, et en reprenant les notations ci-dessus, on peut
�ecrire : I = A+ tB et J = A+ t0B et [A;B;C;D] = t

t0
= 2i�. En exprimant que I

et J appartiennent �a 
, on obtient des contraintes polynômiales sur les coe�cients
de l'�equation de 
.

La conique absolue est un objet important en vision : en e�et connâ�tre la pro-
jection de la conique absolue sur le plan image est �equivalent �a l'�etalonnage des
param�etres intrins�eques de la cam�era [May 92].



Chapitre 2

Application au positionnement

relatif

2.1 Introduction

Nous nous pla�cons ici dans la probl�ematique de la perception tridimensionnelle
en vision par ordinateur : quelle information tridimensionnelle peut être extraite
d'une ou plusieurs images? En particulier, on cherche �a d�eterminer la position ou
la forme des objets observ�es, ainsi que la ou les positions de la cam�era dans l'espace.

Plusieurs questions se posent alors :

{ Quel mod�ele de projection faut-il utiliser?

{ Quel type d'information est recherch�e : en particulier, dans quel rep�ere veut-
on exprimer les points calcul�es?

{ Quelles informations a priori sont alors n�ecessaires?

Nous allons dans la suite pr�esenter les di��erentes solutions g�en�eralement appor-
t�ees �a ce probl�eme et situer notre approche par rapport �a ces solutions.

35
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2.1.1 Mod�eles de projection

Plusieurs mod�eles permettent de repr�esenter la projection e�ectu�ee par une
cam�era. Le plus courant est le mod�ele st�enop�e, dans lequel une cam�era est d�e�nie
par son centre de projection et son plan de projection. A chaque point P de l'espace
3D est associ�e la droite passant par P et le centre de projection, appel�ee ligne de
vue. L'image p de P est alors l'intersection de la ligne de vue et du plan de projection
(voir �gure 2.1).

Ce mod�ele ne tient pas compte de la n�ecessit�e d'une mise au point : en toute
rigueur, seuls les points du plan de nettet�e sont projet�es en un point du plan
image, et le ph�enom�ene de 
ou intervient pour tous les autres points. Le mod�ele
des lentilles minces doit être utilis�e pour tenir compte de cet aspect.

De plus, les objectifs des cam�eras r�eelles sont g�en�eralement constitu�es de plu-
sieurs lentilles, et les rayons lumineux qui les traversent ne forment pas un faisceau
de droites convergentes. Dans les cas o�u la distance focale doit être connue avec une
grande pr�ecision, il est n�ecessaire de consid�erer le mod�ele des syst�emes �epais, pour
lequel une cam�era est caract�eris�ee par ses deux plans principaux et ses deux points
principaux. C'est le mod�ele employ�e dans les travaux de Lavest et al. [Lav 91] qui
utilisent un objectif �a focale variable (zoom) pour le positionnement et l'�etalonnage.

Les photogram�etres introduisent d'autres ra�nements destin�es �a mod�eliser la
non lin�earit�e des syst�emes optiques, en particulier les distorsions radiales.

Dans le domaine de la vision par ordinateur, la pr�ecision du mod�ele st�enop�e
est g�en�eralement su�sante. De plus, la transformation e�ectu�ee est alors une pro-
jection perspective pure, qui appartient aux transformations projectives de IP 3

dans IP 2. Cette transformation s'exprime donc sous la forme tr�es simple d'une
transformation lin�eaire en coordonn�ees homog�enes. Cependant, Peuchot [Peu 92b]
[Peu 92c] [Peu 92a] a observ�e que le mod�ele st�enop�e introduit un biais de l'ordre
du pixel et pouvant aller jusqu'�a 4 ou 5 pixels sur les bords de l'image. Il propose
une technique permettant de transformer l'image issue d'une cam�era r�eelle en une
projection perspective pure, et ceci sans connâ�tre les caract�eristiques optiques de
la cam�era. Elle a �et�e reprise dans notre �equipe par P. Brand [Bra 92], qui a obtenu
une pr�ecision du dixi�eme de pixel sur l'image corrig�ee.
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Fig. 2.1 - Les mod�eles de projection courament utilis�es : projection perspective
pure et projection perspective faible

Un autre mod�ele souvent utilis�e est celui de la projection perspective faible,
r�esultat d'une projection orthographique compos�ee avec une homoth�etie (voir la
�gure 2.1). Ce mod�ele est valide pour les objets dont la profondeur est r�eduite par
rapport �a la distance entre l'objet et l'image : Thompson et Mundy donnent un
rapport de 1=10 entre profondeur et distance comme limite de validit�e [Tho 87].
Ce mod�ele est donc essentiellement utilisable dans le cas d'objets plans positionn�es
parall�element au plan image.

2.1.2 R�etroprojection

Etant donn�e un mod�ele de projection, la r�etroprojection consiste �a d�eterminer
l'ensemble des points de l'espace susceptibles de se projeter en un point donn�e de
l'image. Pour des mod�eles de projection pure (perspective ou orthographique), cet
ensemble est une droite. Dans le cas de la projection perspective, c'est la ligne de
vue.

Pour un point du plan image donn�e, il y a donc une in�nit�e de points se projetant
en ce point. C'est pourquoi on doit disposer d'au moins deux images du même
point pour pouvoir d�eterminer sa position tridimensionnelle : c'est le principe de
la st�er�eovision. Une fois d�etermin�ees les lignes de vues associ�ees �a un même point,
le point est reconstruit par triangulation, c'est-�a-dire par intersection des lignes de
vue. Il se pose donc le probl�eme de la mise en correspondance des points entre les
images (en anglais \matching") : c'est un pr�ealable indispensable �a la reconstruction
et un des probl�emes �epineux en vision.

2.1.3 Reconstruction avec �etalonnage

La solution classique au probl�eme de la reconstruction est la suivante : les points
de la sc�ene sont reconstruits dans un rep�ere orthonorm�e �x�e a priori et g�en�eralement
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appel�e rep�ere sc�ene. Le mod�ele utilis�e est celui de la projection perspective, et la
r�etroprojection est r�ealis�ee grâce �a l'�etalonnage pr�ealable des cam�eras.

L'�etalonnage d'une cam�era consiste �a d�eterminer la position de son centre de
projection et de son plan de projection dans le rep�ere sc�ene, �a l'aide d'une mire
dont la position est parfaitement connue dans ce rep�ere [Tsa 87]. On d�e�nit pour
cela un rep�ere orthonorm�e li�e �a la cam�era dont l'origine est situ�ee au centre optique,
et dont l'axe ~Z (axe optique) est orthogonal au plan image.
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Fig. 2.2 - Les param�etres de l'�etalonnage

L'�etalonnage correspond �a la d�etermination de 11 param�etres.

5 param�etres appel�es param�etres intrins�eques ou param�etres int�erieurs d�e�nis-
sent la position du rep�ere image par rapport au rep�ere de la cam�era. Le rep�ere
image (o;~i;~j) est le rep�ere dans lequel sont e�ectu�ees les mesures, c'est �a dire le
rep�ere dans lequel on exprime la position d'un point de l'image en pixels. Ce rep�ere
d�epend du capteur et il n'est g�en�eralement pas orthonorm�e : les pixels peuvent être
des rectangles ou mêmes des parall�elogrammes. Le rep�ere cam�era est un rep�ere
orthonorm�e direct d'origine le centre de projection de la cam�era, dont l'axe ~x est
parall�ele �a l'axe~i du rep�ere image et dont l'axe ~z (axe principal parfois aussi appel�e
axe optique) est orthogonal au plan de projection de la cam�era. Les param�etres n�e-
cessaires pour caract�eriser la position relative de ces deux rep�eres sont les suivants
(voir �gure 2.2) :

{ les coordonn�ees xc et yc de c, intersection de l'axe optique avec le plan de
projection. xc et yc sont exprim�es dans le rep�ere image,

{ les deux unit�es i et j sur les axes du plan image (pour une distance focale f
arbitrairement �x�ee),

{ et l'angle � entre ces axes (s'ils ne sont pas orthogonaux).

6 param�etres appel�es param�etres extrins�eques ou param�etres ext�erieurs selon
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la terminologie des photogram�etres, d�e�nissent la position du rep�ere associ�e �a la
cam�era dans un rep�ere sc�ene :

{ 3 param�etres d�eterminent la rotation entre les axes des deux rep�eres

{ 3 param�etres d�eterminent la translation entre les origines des deux rep�eres.

L'�etalonnage d'une cam�era d�etermine ces param�etres et il permet aussi le calcul
de la position dans le rep�ere sc�ene de la ligne de vue associ�ee �a tout point du plan
image. L'�etape de mise en correspondance est ensuite r�ealis�ee entre les images
(elle est facilit�ee par l'�etalonnage qui engendre des contraintes g�eom�etriques) et les
points sont en�n reconstruits par triangulation.

Cependant l'�etalonnage s'est r�ev�el�e une �etape d�elicate et num�eriquement in-
stable (voir [Fau 87] [Aya 87], [Bal 82]) : il fait partie de la classe des probl�emes
mal conditionn�es. De plus, les param�etres d'�etalonnage sont tr�es sensibles aux mo-
di�cations de l'environnement tels qu'un changement de la temp�erature ou un choc
m�ecanique. Plus simplement, une mise au point correspond �a un changement de
focale et rend donc n�ecessaire un nouvel �etalonnage des param�etres intrins�eques.

L'�etalonnage est aussi parfois inutilisable, comme dans le cas de la vision active :
la cam�era se d�eplace autour de l'objet observ�e et la g�eom�etrie de cet objet est
obtenue par la fusion des informations extraites des di��erents points de vue. Dans
ce contexte, l'utilisation de l'�etalonnage pour la d�etermination des lignes de vue est
impossible : les param�etres intrins�eques peuvent être d�etermin�es a priori, mais ils
subissent une d�erive temporelle et ils sont enti�erement modi��es par chaque mise au
point. Les param�etres extrins�eques, qui d�eterminent la position du rep�ere cam�era
dans un rep�ere absolu, sont di��erents pour chaque point de vue. Les informations de
position issues des capteurs odom�etriques comportent une trop grande impr�ecision
pour pouvoir être utilis�es pour la d�etermination des lignes de vue. Il faudrait alors
un �etalonnage pr�ealable �a chaque point de vue, ce qui est impossible �a r�ealiser.

2.1.4 Positionnement relatif

Les di�cult�es li�ees �a l'�etalonnage ont conduit �a rechercher des m�ethodes qui
permettent d'�eviter un �etalonnage explicite des cam�eras. Des solutions ont �et�e
propos�ees qui ne supposent connus que les param�etres intrins�eques de la cam�era :
le probl�eme de la reconstruction se simpli�e alors beaucoup (voir par exemple
[Hor 89], [Yua 89], [Liu 90] pour des contributions r�ecentes).

La notion d'autocalibrage a ensuite �et�e introduite : l'id�ee est d'utiliser les points
observ�es eux{mêmes pour constituer le rep�ere dans lequel on positionne la sc�ene.
L'�etalonnage est alors e�ectu�e simultan�ement �a la prise d'image, et on �evite ainsi
les probl�emes li�es �a la d�erive des param�etres.

Le deuxi�eme principe novateur est l'utilisation de propri�et�es g�eom�etriques li�ees
au mod�ele de projection employ�e. L'utilisation de la g�eom�etrie permet d'�eviter un
�etalonnage explicite et les probl�emes num�eriques qui y sont li�es.
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Des m�ethodes ont �et�e propos�ees qui utilisent le mod�ele de la projection or-
thographique ([Koe 89] [Spa 90] [Lee 90]). Dans ce cas, on dispose des propri�et�es
issues de la g�eom�etrie a�ne. Sparr et Nielsen en particulier introduisent grâce �a
une l�eg�ere g�en�eralisation de la notion de coordonn�ees barycentriques, la notion de
\forme" a�ne, qui est conserv�ee par toute transformation a�ne. Tomasi et Ka-
nade [Tom 91], proposent une m�ethode de reconstruction �a partir d'une s�equence
d'images dont les points sont mis en correspondance.

De fa�con similaire, le mod�ele de projection perspective permet d'utiliser les pro-
pri�et�es de la g�eom�etrie projective. Comme le mentionnent Duda et Hart [Dud 73],
le lien entre la g�eom�etrie projective, et les probl�emes d'�etalonnage, de r�etropro-
jection et de reconstruction �etait jusqu'�a pr�esent mal compris et donc peu utilis�e.
Dans ce cadre, le pionnier est Longuet-Higgins [LH 81] qui le premier a formul�e
les contraintes g�eom�etriques li�ees �a la reconstruction avec un mod�ele de projection
perspective. Cependant, sa technique suppose connus certains param�etres de la ca-
m�era (la focale et l'intersection de l'axe optique avec le plan de l'image). Larabi
[Lar 91b] [Lar 91a] utilise les propri�et�es de la g�eom�etrie projective et un syst�eme
de vision st�er�eo partiellement �etalonn�e pour r�ealiser l'appariement entre les deux
images et d�eterminer la profondeur des points de l'image.

L'approche que nous proposons s'inscrit dans cette d�emarche g�en�erale et s'ap-
puie sur les choix suivants :

{ Le mod�ele de projection employ�e est celui de la projection perspective : il
est relativement �d�ele �a la r�ealit�e et nous permet d'utiliser les propri�et�es de
la g�eom�etrie projective. En particulier, l'originalit�e de notre m�ethode r�eside
dans le fait qu'elle n'utilise que des constructions g�eom�etriques simples issues
des propri�et�es de la g�eom�etrie projective.

{ Nous cherchons �a reconstruire les points dans un rep�ere li�e �a des points de
r�ef�erence appartenant �a l'image : ainsi, si la position des points utilis�es comme
r�ef�erences est connue, on obtient une reconstruction similaire �a celle r�ealis�ee
avec un �etalonnage explicite utilisant ces points. Par contre, si la position des
points de r�ef�erence n'est pas connue, les propri�et�es g�eom�etriques nous permet-
tent n�eanmoins de reconstruire les autres points relativement aux points de
r�ef�erence. Ce positionnement relatif est su�sant pour de nombreuses tâches
en vision : par exemple, pour la manipulation, l'information recherch�ee est
la position de la pince du robot par rapport �a l'objet �a saisir, et non leurs
positions dans un rep�ere absolu.

{ En�n, aucune connaissance pr�ealable sur les param�etres des cam�eras n'est
utilis�ee. Nous ne nous donnons comme connaissance a priori que la mise en
correspondance des points entre les di��erentes images et �eventuellement la
position tridimensionnelle des points de r�ef�erence.

Nous allons montrer dans la suite de ce chapitre comment nous pouvons alors
r�esoudre les di��erents probl�emes li�es �a la reconstruction : la r�etroprojection, la
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localisation du centre optique de la cam�era, la localisation d'un point dans la sc�ene
et en�n la d�etermination de la g�eom�etrie �epipolaire.

2.2 Reconstruction en utilisant des points coplanaires

Ce paragraphe propose une r�esolution des probl�emes mentionn�es dans l'intro-
duction dans le cas plus simple o�u au moins quatre des points de r�ef�erence sont
coplanaires. Nous r�esolvons d'abord le probl�eme de la perspective inverse et la
technique utilis�ee est ensuite appliqu�ee �a la r�esolution des autres probl�emes.

Cette m�ethode utilise comme points de r�ef�erence deux groupes de quatre points
coplanaires fA;B;C;Dg et fE;F;G;Hg et leurs projections dans le plan image
fa; b; c; dg et fe; f; g; hg.

D

C

G

H

A=E

B=F

Fig. 2.3 - 6 points sur deux faces adjacentes fournissent 2 groupes de 4 points
coplanaires

On peut remarquer que cette con�guration peut être obtenue avec a = e et
b = f ; c'est le cas lorsque nous choisissons comme points de r�ef�erence 6 sommets
d'un parall�el�epip�ede appartenant �a deux faces adjacentes comme c'est le cas sur la
�gure 2.3.

2.2.1 Comment r�etroprojeter un point image?

Etant donn�e un point observ�e dans le plan image m, il est possible de d�eter-
miner la position dans la sc�ene de la ligne de vue Om passant par m, sans aucun
�etalonnage.

D�emonstration : Comme on l'a vu au paragraphe 1.2.2, les quatre projet�es
des points de r�ef�erence, a, b, c et d forment une base projective du plan image. On
peut donc d�eterminer les coordonn�ees projectives (x1; x2; x3) de m par rapport �a
ce rep�ere, �a partir de mesures dans l'image. Soit M1, l'intersection de la ligne de
vue Om avec le plan ABCD (voir la �gure 2.4). M1 se projette en m dans le plan
image. Comme les coordonn�ees projectives sont invariantes par projection (voir
paragraphe 1.4.4), les coordonn�ees projectives de M1 par rapport �a (A;B;C;D)
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Fig. 2.4 - La r�etroprojection du point image m

sont (x1; x2; x3). Ces coordonn�ees d�eterminent la position de M1 dans le plan de
r�ef�erence ABCD.

On peut de même d�eterminer M2, l'intersection de la ligne de vue Om avec le
plan EFGH. On dispose ainsi de deux points de la ligne de vue M1 et M2 qui
d�eterminent sa position par rapport �a la sc�ene, et ceci sans connâ�tre la position
de la cam�era dans la sc�ene.

2.2.2 O�u est la cam�era?

Nous venons de montrer dans le paragraphe 2.2.1 comment reconstruire �a partir
d'une seule vue la ligne de vue associ�ee �a un point de l'image. Il est aussi possible de
reconstruire la position du centre optique, O �a partir d'une seule vue, en utilisant
la même m�ethode. Si nous disposons de deux points m et p dans le plan image,
il est possible de reconstruire les lignes de vue Om et Op. Or ces deux droites
s'intersectent dans l'espace en O, ce qui permet de calculer la position de O.

En pratique, la pr�esence de bruit entrâ�ne g�en�eralement que les deux lignes
de vues ne s'intersectent pas : la position du centre optique est alors d�etermin�ee
aux moindres carr�es. De plus, en utilisant plus de deux points, l'intersection aux
moindres carr�es des lignes de vues associ�ees donne une estimation du centre optique
O qui est beaucoup plus r�esistante aux bruits de mesure.

2.2.3 O�u est le point image?

Nous supposons ici que la position du centre de la cam�era O a �et�e calcul�ee
en utilisant la m�ethode pr�ec�edente. On peut alors facilement construire le point
m, image d'un point M connu de la sc�ene : il faut d'abord calculer le point d'in-
tersection de OM avec un plan connu contenant quatre points de r�ef�erence ; on
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d�etermine ensuite les coordonn�ees projectives du point d'intersection ainsi qu'elles
ont �et�e d�e�nies au paragraphe 1.4.4. En�n, on peut reconstruire le point m dans
le plan image : c'est le point d�e�ni par ces mêmes coordonn�ees projectives dans la
base projective form�ee par les projet�es des quatre points de r�ef�erence.

2.2.4 Comment localiser un point dans la sc�ene?

La m�ethode pr�ec�edente peut être appliqu�ee pour localiser un point dans une
sc�ene contenant des points de r�ef�erence. Pour cela deux prises de vue sont n�eces-
saires. Un point donn�e M de l'espace 3D est projet�e respectivement en m1 et m2

dans chacune de ces deux images.

Supposons que la correspondance entre m1 et m2 a �et�e �etablie. Pour chaque
image, nous savons reconstruire la ligne de vue passant par M et nous pouvons
donc d�eterminer M comme intersection des deux lignes de vue m1M et m2M .
Cette m�ethode d�eg�en�ere uniquement lorsque les deux positions du centre optique
sont align�ees avec la ligne de vue.

2.2.5 Comment d�eterminer les �epipolaires?

En st�er�eovision, tout point M de l'espace 3D est soumis �a la contrainte �epi-
polaire : si m et m0 sont respectivement les projet�es de M dans la premi�ere et la
deuxi�eme image, le plan �epipolaire OO0M intersecte le plan image selon les droites
om et o0m0. La droite om (resp. o0m0) est appel�ee la droite �epipolaire associ�ee au
point m0 (resp. m). Ainsi, �etant donn�e un point m dans la premi�ere image, son
correspondant m0 dans la deuxi�eme image appartient n�ecessairement �a la droite
�epipolaire associ�ee �a m.

Une proc�edure identique �a celle d�ecrite au paragraphe 2.2.1 permet de d�etermi-
ner les droites �epipolaires. On suppose que l'on observe un pointM depuis 2 points
de vue O et O0. M se projette respectivement en m et m0 dans les 2 images I et
I 0. On se donne 2 ensembles de 4 points de r�ef�erence coplanaires fA;B;C;Dg et
fE;F;G;Hg se projetant respectivement en fa; b; c; dg et fe; f; g; hg dans l'image
I et en fa0; b0; c0; d0g et fe0; f 0; g0; h0g dans l'image I 0. On cherche la droite �epipolaire
associ�ee �a m0 dans l'image I, c'est-�a-dire la projection de la ligne de vue O0M 0

dans la premi�ere image I. Pour cela, il su�t de construire les projet�es p1 et p2 des
2 points P1 et P2, intersections de O0M 0 avec les plans de r�ef�erence. Par conser-
vation des coordonn�ees projectives, les coordonn�ees projectives de p1 par rapport
�a a; b; c; d sont les mêmes que celles de P1 par rapport �a A;B;C;D et donc les
mêmes que celles de m0 par rapport �a a0; b0; c0; d0, ces derni�eres �etant mesurables
dans l'image I 0. De même, les coordonn�ees projectives de p2 par rapport �a e; f; g; h
sont celles de m0 par rapport �a e0; f 0; g0; h0. On peut donc reconstruire les points p1
et p2 dans l'image I, d�eterminant ainsi la droite �epipolaire associ�ee �a m0.

On peut noter que cette construction est uniquement bas�ee sur des mesures
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Fig. 2.5 - Reconstruction des droites �epipolaires

dans les images : la position tridimensionnelle des points de r�ef�erence n'est pas uti-
lis�ee, seule la position de leurs images intervient. La d�etermination de la g�eom�etrie
�epipolaire est donc possible simplement �a partir de deux images o�u les points de
r�ef�erence ont �et�e identi��es et mis en correspondance.

2.3 Reconstruction avec 6 points non coplanaires

Nous avons montr�e dans la partie pr�ec�edente comment r�esoudre les probl�emes
pr�esent�es en introduction, �a l'aide de deux groupes de r�ef�erence de quatre points
coplanaires. La même technique est en fait applicable avec six points de r�ef�erence
non quatre �a quatre coplanaires, c'est-�a-dire en position g�en�erique.

Pour cela on �etend au cas tridimensionnel la technique d�evelopp�ee par Trip
[Tri 87] et Stewart [Ste 90] dans le cas plan. Cette technique est bas�ee sur le th�eo-
r�eme de Chasles (voir paragraphe 1.5.1) et la conservation du birapport, non plus
pour des droites mais pour des plans contenant les points de r�ef�erence.
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Tous les probl�emes pr�ec�edemment trait�es sont r�esolus, sauf celui de la g�eom�etrie
�epipolaire : en e�et, si il n'existe aucune contrainte sur les points de r�ef�erence,
sept points sont n�ecessaires pour calculer la g�eom�etrie �epipolaire et huit points
permettent une r�esolution lin�eaire [Fau 92a].

2.3.1 O�u est la cam�era?
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Fig. 2.6 - D�etermination de la ligne de vue associ�ee �a un point connu A

Consid�erons un ensemble de six points A;B;C;D;E;F de l'espace 3D et leurs
projections a; b; c; d; e; f sur le plan image. Soit O le centre optique que l'on cherche
�a d�eterminer. Consid�erons le faisceau des plans passant par la droite OA et conte-
nant respectivement les points B;C;D;E;F (voir la �gure 2.6).

Les intersections de ces plans avec le plan image sont les droites ab, ac, ad, ae,
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af). Nous pouvons donc mesurer le birapport de tout faisceau form�e de quatre de
ces plans.

Tout plan connu P intersecte ce faisceau en des droites passant par a0, intersec-
tion de OA avec P. La droite AB (resp. AC, AD, AE, AF ) intersecte le plan P
au point connu b0 (resp. c0; : : : ; f 0).

On connâ�t le birapport [a0; b0; c0; d0; e0]. D'apr�es le th�eor�eme de Chasles, le point
a0 appartient �a la conique de P d�etermin�ee par b0, c0, d0, e0 et ce birapport. La même
construction peut être faite avec le point f 0 au lieu de e0. a0 appartient donc �a la
conique de P 0 d�etermin�ee par b0, c0, d0, f 0 et le birapport [a0; b0; c0; d0; f 0].

On en d�eduit �nalement que a0 appartient simultan�ement �a deux coniques ayant
d�ej�a les trois points b0, c0, d0 en commun. a0 est donc la quatri�eme intersection des
deux coniques. La solution explicite du calcul de l'intersection de deux coniques
donn�ees par trois de leur points d'intersection et deux birapports est donn�ee en
annexe.

Nous avons ainsi reconstruit la ligne de vue Aa0. La même m�ethode est utilis�ee
pour les autres points, et le centre optique O est l'intersection de ces di��erentes
lignes de vue.

2.3.2 Comment r�etroprojeter un point image?

Consid�erons �a pr�esent la reconstruction de la ligne de vue associ�ee �a un point m
quelconque, observ�e dans le plan image. m correspond �a la projection d'un point
M de la sc�ene dont on cherche �a d�eterminer la position.

Nous gardons les mêmes notations que dans le paragraphe pr�ec�edent. En uti-
lisant la même proc�edure de reconstruction du point a0, nous pouvons d�eterminer
le faisceau des plans passant par Aa0. Ainsi le birapport [a; b; c; d;m] mesur�e dans
l'image d�etermine le plan OMA dans la sc�ene. De la même mani�ere, en utilisant
le point de r�ef�erence B au lieu de A, nous pouvons d�eterminer le plan OMB.
L'intersection de ces deux plans est la droite OM , ligne de vue du point m.

2.3.3 O�u est le point image?

Inversement, �etant donn�e un point M dans la sc�ene, comment le localiser dans
l'image?

O;A;B;C;M �etant connus, soit la la droite contenant a, intersection du plan
OAM et du plan image. la est d�etermin�ee par le birapport de droites [ab; ac; ad; la]
�egal au birapport de plans [OAB;OAC;OAD;OAM ], qui est directement calcu-
lable dans l'image.

On peut d�eterminer de la même fa�con une autre droite du plan image, lb par
exemple. Le point image m est alors l'intersection des droites la et lb.

Cette construction n'est pas valable si le point M appartient aux plans intro-
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duits pendant la construction. Ceci peut toujours être �evit�e en intervertissant les
points de r�ef�erence.

2.3.4 Positionnement relatif symbolique

Un autre aspect fondamental de notre approche est qu'elle permet d'induire
des informations relatives importantes avec peu de donn�ees structur�ees sur les r�ef�e-
rences (pas su�samment pour un �etalonnage habituel). Il est possible par exemple
de localiser des objets relativement les uns aux autres. Pour illustrer ce point, nous
allons consid�erer le probl�eme de localiser la ligne de vue associ�ee �a un point, par
rapport �a un parall�el�epip�ede de dimensions et angles non connus. En choisissant
cet objet, on simpli�e le probl�eme en r�eduisant le nombre de ses param�etres : dans
la �gure 2.7 les six points de r�ef�erence sont enti�erement d�e�nis par le sommet A
et les vecteurs ~AB; ~AC; ~AE ; par exemple le point D est d�e�ni par la relation :
~AD = ~AB + ~AC.

A

B

C

D

E

F
M

N

ligne de vue

Fig. 2.7 - Localisation d'une ligne de vue par rapport �a un parall�el�epip�ede

Nous devons d'abord être capables de localiser un point �a partir de ses coordon-
n�ees projectives, en utilisant un parall�elogramme comme r�ef�erence. Par exemple,
nous calculons la position du point M , intersection d'une ligne de vue avec le
parall�elogramme ABDC (voir �gure 2.7).

Soit :

k1 = [AB;AC;AD;AM ]

k2 = [BA;BD;BC;BM ]

o�u k1 et k2 ont �et�e calcul�es �a partir des points images.

On peut montrer que dans le cas o�u ABDC est un parall�elogramme,

{ le vecteur ~AM est colin�eaire �a ~AC + k1 ~AB
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{ le vecteur ~BM est colin�eaire �a ~AC � k2 ~AB

Ceci d�etermine les deux droites AM et BM et on peut alors calculer leur in-
tersection, M . La position de M peut être exprim�ee en fonction du syst�eme de
r�ef�erence du parall�elogramme, (A; ~AB; ~AC) et des birapports k1 et k2 :

~AM =
1

k1 + k2
( ~AC + k1 ~AB)

De même, un autre point appartenant �a la ligne de vue, N peut être exprim�e
dans le parall�elogramme ABFE en fonction des birapports :

k3 = [AB;AE;AF;AN ]

k4 = [BA;BF;BE;BN ]

On peut alors donner une �equation param�etrique de la ligne de vue NM dans
le syst�eme de r�ef�erence du parall�el�epip�ede, (A; ~AC; ~AE; ~AB) :

P 2 NM , 9� =

~AP =
1� �

k1 + k2
~AC +

�

k3 + k4
~AE �

"
(1� �)k1
k1 + k2

+
�k3

k3 + k4

#
~AB
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Fig. 2.8 - La contrainte que toutes les lignes de vue doivent contenir O aboutit �a
une relation liant les param�etres de l'�equation de la ligne de vue.

On peut remarquer que la ligne de vue est enti�erement d�e�nie par les quatre
param�etres k1, k2, k3 et k4. Or une droite de l'espace 3D passant en un point �xe O
a deux degr�es de libert�e : ces quatre param�etres sont donc li�es par deux relations.
En exprimant que le centre de projection O est l'intersection des lignes de vue
associ�ees �a C et D et que toute ligne de vue contient O, alors nous obtenant 2
�equations liant respectivement k1 et k3, k2 et k4 :
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k1 =
l3c � k3
l3d � l3c

k2 = 1 �
l4c � k4
l4d � l4c

o�u
l3c = [AB;AE;AF;AC 0]

l4c = [BA;BF;BE;BC0]

l3d = [AB;AE;AF;AD0]

l4d = [BA;BF;BE;BD0]

et o�u C 0 et D0 sont les intersections de OC etOD avec le plan ABFE.

En conclusion, des constructions de cette nature autorisent �a positionner �a partir
d'une seule image un objet relativement �a un autre. Il faut cependant une informa-
tion de profondeur ; celle-ci peut être obtenue par exemple en connaissant �a priori
la taille relative des objets �a positionner.

2.4 Exp�erimentations

Nous pr�esentons ici quelques r�esultats destin�es �a tester la robustesse de notre
m�ethode. Nous avons utilis�e une sc�ene poly�edrique simple, pr�esentant un cube et
un poly�edre au premier plan et �a l'arri�ere-plan deux feuilles de papier contenant
des rectangles peints en noir.

Les positions des points de r�ef�erence ont �et�e mesur�ees avec une r�egle standard,
et donc avec une pr�ecision de l'ordre du millim�etre. D'autre part, les deux plans
verticaux contenant les points de r�ef�erence ont �et�e suppos�es orthogonaux alors
qu'ils forment en r�ealit�e un angle de 92 degr�es.

La �gure 2.9 montre une image de la sc�ene. De cette image ont �et�e extraits
les contours �a l'aide de l'extracteur de contours de Deriche ([Der 87]) puis une
approximation polygonale aux moindres carr�es a �et�e e�ectu�ee sur les contours, pour
d�eterminer les arêtes des objets de l'image. Les points utilis�es pour la reconstruction
sont les jonctions (obtenues par intersections des arêtes).

2.4.1 Reconstruction dans le plan

Une premi�ere exp�erimentation consiste �a reconstruire des points appartenant �a
un plan connu.

Quatre points coplanaires sont choisis comme points de r�ef�erence. Il forment une
base projective du plan qui les contient. Pour reconstruire un point appartenant
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Fig. 2.9 - Image de la sc�ene utilis�ee

�a ce même plan, il su�t de d�eterminer l'intersection du plan et de la ligne de
vue associ�ee au point. Une seule image su�t pour d�eterminer la ligne de vue en
utilisant la m�ethode d�ecrite au paragraphe 2.2.1. La position ainsi calcul�ee est
compar�ee au mesures faites �a la r�egle directement dans la sc�ene. Le tableau 2.1
montre les r�esultats obtenus en prenant comme points de r�ef�erences les points 8,
9, 18, 19.

Le choix d'autres points comme points de r�ef�erence peut conduire �a des r�esultats
tr�es di��erents : par exemple, si les points 8, 9, 10, 11 sont utilis�es comme r�ef�erences,
les points 16, 17, 18, 19 sont calcul�es avec des erreurs atteignant 6mm. Ceci est
dû au fait que ces points sont �eloign�es des points de r�ef�erence : les erreurs sur la
position des points de r�ef�erences sont ampli��ees dans le calcul de reconstruction.

2.4.2 Reconstruction 3D

On reconstruit des points de la sc�ene en st�er�eo en utilisant deux images entre
lesquelles la sc�ene a subi une rotation d'environ 40 degr�es. La correspondance des



2.4. Exp�erimentations 51

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

C0

C1

C2

C3

C4

C5

C6

X
Y

Z

Fig. 2.10 - Les points utilis�es pour le test

points valeurs mesur�ees valeurs calcul�ees di��erence
y z y z dy dz

10 90 185 92.5 185 2.5 <1
11 90 113 91 113 1 <1
12 128 185 129 185 1 <1
13 128 113 128 113 <1 <1
14 174 185 175 185 1 <1
15 174 113 174 113 <1 <1
16 212 185 213 185 1 <1
17 212 113 210 113 2 <1

Tab. 2.1 - R�esultats exp�erimentaux pour des points d'un plan connu. Les valeurs
sont donn�ees en millim�etres

points a �et�e faite �a la main, puisque le probl�eme de la correspondance st�er�eo n'est
pas ici l'objet de notre travail.

Les 6 points de r�ef�erence utilis�es sont 0, 1, 6, 7, 18, 19 (voir �gure 2.10). Le
tableau 2.2 pr�esente les r�esultats de la reconstruction des sommets du cube. La
taille exacte du cube est de 50mm. Les r�esultats sont donc exacts �a 4% pr�es.

Il faut noter que ces derni�eres mesures sont obtenues par di��erences de mesures
dans l'espace, elles-mêmes bruit�ees.
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points x y z côt�es longueur
C0 78.9 140 48.5 C0{C1 50.5
C1 79.1 141 -2 C0{C2 49.1
C2 81.3 189 47.5 C0{C6 48.9
C3 82.0 188 -1.5 C1{C3 47.1
C4 33.2 195 48.5 C2{C3 49.5
C5 34.4 194 -1.5 C2{C4 48.9
C6 30.3 145 49.0 C3{C5 48.0

C4{C5 49.8
C4{C6 50.1

Tab. 2.2 - R�esultats exp�erimentaux de la reconstruction 3D du cube

2.5 Conclusion

Le positionnement relatif a d�ej�a �et�e explor�e par Koenderink et van Doorn
[Koe 89], mais uniquement en g�eom�etrie a�ne. Ils montrent comment la position
a�ne d'un point peut être d�eriv�ee simplement �a partir de deux projections or-
thogonales d'une sc�ene contenant quatre points de r�ef�erence. Cette approche est
�etendue ici �a la g�eom�etrie projective. Une telle extension est n�ecessaire si on veut
�eviter une mod�elisation trop approximative du processus de formation de l'image.
Nous avons montr�e que des probl�emes fondamentaux de la vision arti�cielle tels
que

{ comment r�etroprojeter un point image?

{ comment projeter un point de l'espace?

{ comment d�eterminer la g�eom�etrie �epipolaire?

peuvent être r�esolus par des constructions g�eom�etriques directes en utilisant uni-
quement des propri�et�es de la g�eom�etrie projective.

Cette m�ethode de positionnement relatif a plusieurs avantages :

{ Un �etalonnage num�erique explicite, souvent coûteux, est ici �evit�e ; seuls des
points de r�ef�erence sont n�ecessaires.

{ La m�ethode n'implique que des calculs simples, presque toujours le calcul
arithm�etique de birapports.

{ La m�ethode fournit les même possibilit�es que l'�etalonnage traditionnel, et
parfois plus, par exemple des inf�erences g�eom�etriques �a partir des donn�ees de
r�ef�erence partielles.

{ On utilise uniquement des propri�et�es des invariants projectifs purs.
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{ La m�ethode permet une appr�eciation intuitive du processus d'�etalonnage ; les
ph�enom�enes d'instabilit�e peuvent être facilement isol�es, nous donnant ainsi
des cl�es pour l'�elaboration de m�ethodes plus robustes et plus stables.

A la suite de ce travail, une m�ethode plus g�en�erale a �et�e �elabor�ee et impl�emen-
t�ee dans notre �equipe [Moh 92]. Elle permet de calculer la position relative des
points d'une sc�ene, �a partir d'une s�equence d'images r�ealis�ees avec une cam�era non
�etalonn�ee. Les points observ�es sont mis en correspondance par une m�ethode de
corr�elation et la solution du positionnement est calcul�ee par un processus d'opti-
misation non lin�eaire. Les r�esultats obtenus sur des images r�eelles ont con�rm�e la
robustesse de cette m�ethode en pr�esence de bruit.

Des m�ethodes similaires mais fond�ees sur une r�esolution lin�eaire non it�erative
et semble-t-il moins robustes ont �et�e d�evelopp�ees ind�ependamment par Faugeras
et Maybank [Fau 92c] [May 92] et Hartley [Har 92b] [Har 92a]. Faugeras a aussi
pr�esent�e les principes et les implications de la vision avec des cam�eras non �etalon-
n�ees [Fau 92a]. Plus r�ecemment ce type d'approche a �et�e repris outre-atlantique
par Shashua [Sha 92] et Barrett [Bar 91] [Bar 92].





Chapitre 3

Pr�ecision du positionnement

relatif

3.1 Introduction

Ce court chapitre pr�esente une �etude comparative des m�ethodes de position-
nement avec cam�era �etalonn�ee et �a l'aide des invariants projectifs. L'objectif est
d'obtenir une �evaluation quantitative de la sensibilit�e aux erreurs de ces deux m�e-
thodes.

Lorsque l'on compare l'approche utilisant l'�etalonnage traditionnel et l'approche
g�eom�etrique, on doit prendre en compte le fait que les deux m�ethodes sont intrins�e-
quement di��erentes. La pr�ecision des r�esultats obtenus avec une cam�era �etalonn�ee
d�epend des erreurs sur les param�etres intrins�eques et extrins�eques de la cam�era,
des erreurs de discr�etisation (dues a la num�erisation de l'image) et des erreurs de
distorsion (dues aux non{lin�earit�es de l'optique).

Pour la m�ethode g�eom�etrique, le calcul des birapports et la d�etermination
des positions spaciales qui en d�ecoule d�ependent exclusivement de mesures dans
l'image. En cons�equence, seules les erreurs de discr�etisation et de distorsion peu-
vent a�ecter le calcul. On peut remarquer cependant que la pr�ecision sur le point
reconstruit d�epend aussi de sa position par rapport aux points de r�ef�erence.

55
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Il est donc d�elicat de comparer des m�ethodes qui font intervenir des param�etres
di��erents. Nous avons consid�er�e un cas particulier simple, en choisissant des para-
m�etres \standards", et nous avons calcul�e l'erreur obtenue sur le point reconstruit
en fonction des incertitudes sur les param�etres d'entr�ee.

Le plan de ce chapitre est le suivant : tout d'abord, nous consid�erons la m�ethode
de r�etroprojection �a l'aide du birapport et nous cherchons �a �evaluer comment les
incertitudes sur les points de l'image a�ectent l'incertitude sur le point ainsi re-
construit. Nous montrons qu'en dehors des cas d�eg�en�er�es, la pr�ecision obtenue est
comparable �a celle obtenue avec une cam�era �etalonn�ee.

Nous consid�erons ensuite un cas simple de syst�eme st�er�eoscopique plan pour
lequel la position des deux cam�eras est connue approximativement. Nous d�erivons
les expressions de la reconstruction associ�ees �a un point observ�e par ce syst�eme,
d'une part en supposant les cam�eras �etalonn�ees et d'autre part en utilisant une
droite de r�ef�erence et les propri�et�es de la g�eom�etrie projective. De ces expressions
sont tir�es les calculs d'incertitudes sur le point reconstruit, pour les deux m�ethodes.

Des courbes d'erreur sont ensuite pr�esent�ees, qui permettent d'appr�ecier l'in-

uence des di��erents param�etres sur la pr�ecision de la reconstruction. Ces courbes
permettent aussi de comparer les performances des deux m�ethodes.

Une discussion des avantages et limitations respectives des deux m�ethodes
conclue ce chapitre.

3.2 Analyse di��erentielle de la reconstruction par le birap-

port

Nous consid�erons ici les erreurs de discr�etisation et de distorsion qui ont pour
e�et un d�eplacement du point dans l'image, de l'ordre du pixel dans le cas de la
discr�etisation et pouvant atteindre plusieurs pixels dans le cas de la distorsion.
Nous montrons comment cette d�eviation a�ecte le calcul de la position d'un point
appartenant �a une droite munie d'une base projective. Soient A, B, C, trois points
colin�eaires formant le syst�eme de r�ef�erence sur la droite L et soient a, b, c leurs
projections sur une droite l par rapport au centre optique O. Soit d la projection
du quatri�eme point de position inconnue, D (voir �gure 3.1).

On note A l'abscisse du point A sur la droite L, par rapport �a un rep�ere a�ne
de L arbitrairement choisi et de même pour tous les autres points. Ainsi (B � A)
est la longueur alg�ebrique AB. Avec :

k =
(c� a)(d� b)

(d � a)(c� b)
=

(C �A)(D �B)

(D �A)(C �B)
(3:4)

on obtient

D =
A(c� a)(d� b)(C �B) +B(d� a)(c� b)(A� C)

(c� a)(d� b)(C �B) + (d � a)(c� b)(A� C)
(3:5)
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Fig. 3.1 - Erreur sur la position d'un point d'une droite reconstruit �a partir du
birapport

Pour obtenir l'e�et de la variation de a, b, c, d sur la d�etermination de D, nous
calculons les d�eriv�ees partielles de (3.5) par rapport �a ces param�etres.

�D

�a
= H(c� b)(b� d)(d � c)

�D

�b
= H(d � a)(a� c)(c� d)

(3:6)

�D

�c
= H(a� d)(d � b)(b� a)

�D

�d
= H(b� c)(c� a)(a� b)

o�u

H =
(A�B)(B � C)(C �A)

[(c� a)(d� b)(C �B) + (d� a)(c� b)(A�C)]2
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L'incertitude totale sur D est donn�ee par :

�D =

������D�a
����� �a+

������D�b
����� �b+

������D�c
����� �c+

������D�d
����� �d (3:7)

Ce r�esultat indique que l'erreur de position sur D ne d�epend que des positions
relatives des points dans l'image (une erreur syst�ematique est enti�erement com-
pens�ee). De plus les distances relatives interviennent avec un facteur globalement
n�egatif. Ceci implique de fa�con imm�ediate que lorsqu'on �eloigne le centre optique
O (la cam�era) du syst�eme de r�ef�erence, la mesure de D est moins pr�ecise. De même
une rotation du centre optique (et du plan image) par rapport au syst�eme de r�ef�e-
rence peut modi�er de mani�ere signi�cative les distances relatives dans l'image et
ainsi la pr�ecision obtenue sur la position de D (voir �gure 3.2).

Ainsi que le montre aussi la �gure 3.1, la relation entre deux segments en cor-
respondance (par exemple [a; b] dans l'image et [A;B] sur la droite de r�ef�erence)
peut être approxim�ee au moyen de l'�equation suivante :

(A�B) '
D

f
�
(a� b)

sin�
=

K

sin�
� (a� b) (3:8)

Le facteur K d�epend de la distance des points image au syst�eme de r�ef�erence
alors que le facteur sin� prend en compte la rotation relative entre l'image et la
droite de r�ef�erence. L'approximation (3.8) est valide pour la plupart des con�gura-
tions, except�e le cas d'un grand angle de vue.

En�n, en consid�erant les �equations (3.6), (3.7) et (3.8) il est facile de d�eduire
que l'erreur sur D, �d, est aussi proportionnelle �a K :

�D '
K

4sin�
(�a+ �b+ �c+ �d) ' K

"(distorsion+discretization)
sin�

(3:9)

Avec un �etalonnage parfait, les erreurs de discr�etisation g�en�erent sur la position
d'un point P une incertitude proportionnelle �a la distance de P �a la cam�era. On
peut alors �ecrire, pour une cam�era parfaitement �etalonn�ee,

"position = K"(distorsion+discretization)

.

On voit donc qu'en dehors des con�gurations extrêmes, si une droite quelconque
de la sc�ene contient au moins trois points de r�ef�erence connus, on peut d�eterminer
la position d'un quatri�eme point D de la droite avec une pr�ecision comparable �a
celle obtenue avec une cam�era parfaitement �etalonn�ee.

3.3 Calcul des erreurs dans un cas particulier

Pour plus de simplicit�e, nous nous sommes plac�es dans une con�guration bidi-
mensionnelle : un point P est observ�e depuis deux cam�eras lin�eaires C1 et C2 (ou
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Fig. 3.2 - Si on �eloigne la cam�era de la droite de r�ef�erence, ou si on incline l'axe
optique, les points projet�es sont plus rapproch�es dans l'image.

deux positions �eloign�ees d'une même cam�era en mouvement). Les images obtenues
sont ici lin�eaires. Les hypoth�eses sont les suivantes : on suppose que les deux cam�e-
ras sont parfaitement �etalonn�ees ,(param�etres intrins�eques connus parfaitement) et
que leurs positions et orientations sont connues avec une incertitude �x�ee. On se
�xe aussi une incertitude sur les points de l'image, prenant en compte la discr�etisa-
tion et la distorsion. On suppose de plus que le champ de vue contient une droite de
r�ef�erence L munie d'un rep�ere projectif. La position de L dans le plan est suppos�ee
connue parfaitement. La �gure 3.3 montre une des con�gurations �etudi�ees, ainsi
que les valeurs des di��erents param�etres, exprim�ees en pixels.

3.3.1 Reconstruction de P

En utilisant la m�ethode traditionnelle, il est possible de reconstruire la posi-
tion de P �a partir des deux images : pour chaque image, l'�etalonnage permet de
d�eterminer l'orientation � de la ligne de vue passant par le centre optique C et le
point image p. P est alors reconstruit par triangulation. La position (x; y) de P est
donn�ee en fonction de C1(X1; Y1), C2(X2; Y2), �1 et �2 :

x =
X2 tan �2 �X1 tan �1 � (Y2 � Y1)

tan �2 � tan �1
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                 f = 600 pixels
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                 X1 = -4000 pixels
                 Y1 = 0
                 Θ 1 = 1.670 rad
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Fig. 3.3 - Un cas particulier : reconstruction st�er�eo planaire.

y =
tan �1 tan �2(X2 �X1)� Y2 tan �1 + Y1 tan �2

tan �2 � tan �1
(3:10)

La position de P peut aussi être calcul�ee en utilisant partiellement la m�ethode
du birapport. Consid�erons l'image issue de C1 : le point P1 de la droite de r�ef�erence
L peut être reconstruit par r�etroprojection �a l'aide du birapport. La ligne de vue
issue de C1 est ainsi d�e�nie par P1 et le centre optique C1. De fa�con analogue,
on d�etermine la seconde ligne de vue (C2; P2). La position de P est alors calcul�ee
comme l'intersection des deux lignes de vue (C1; P1) et (C2; P2). Cette proc�edure
donne P (x; y) en fonction de C1(X1; Y1), C2(X2; Y2), P1(x1; y1) et P2(x2; y2) :

x =
(X1y1 � Y1x1)(X2 � x2)� (X2y2 � Y2x2)(X1 � x1)

(X1 � x1)(Y2 � y2)� (X2 � x2)(Y1 � y1)

y =
(X1y1 � Y1x1)(Y2 � y2)� (X2y2 � Y2x2)(Y1 � y1)

(X1 � x1)(Y2 � y2)� (X2 � x2)(Y1 � y1)
(3:11)

3.3.2 Calculs d'erreur

Dans le cas de la reconstruction traditionnelle, il su�t de calculer la matrice
Jacobienne associ�ee aux �equations (3.10). On peut alors d�eterminer l'erreur sur les
coordonn�ees x et y de P en fonction des di��erents param�etres d'entr�ee.

Les calculs d'erreurs pour la m�ethode g�eom�etrique sont plus d�elicats. On d�eter-
mine d'abord la matrice Jacobienne associ�ee aux expressions (3.11) de x et y et on
en d�eduit l'incertitude sur x et y en fonction de X1, Y1, X2, Y2, x1, x1, x2, x2 et des
incertitudes sur ces param�etres. Cependant, les coordonn�ees (x1; y1) et (x2; y2) de
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Fig. 3.4 - Incertitude sur la ligne de vue et le point reconstruit avec la m�ethode
g�eom�etrique pour deux positions di��erentes de P , proche ou �eloign�e de la droite
de r�ef�erence L.

P1 et P2 sont calcul�ees �a partir de birapports faisant intervenir les points de r�ef�e-
rence ; il est donc impossible de les d�eterminer, ainsi que les incertitudes associ�ees,
ind�ependamment de la position des trois points de r�ef�erence (voir eq. (3.6)).

Les points P1 et P2 peuvent être calcul�es comme intersections de la droite de
r�ef�erence L (d�e�nie par YL et �L, voir �gure 3.3) et des deux lignes de vue issues
de C1 et C2, ce qui donne :

x1 =
Y1 � YL � tan �1X1

tan�L � tan �1

y1 =
tan�L(Y1 � tan �1X1) � tan �1YL

tan�L � tan �1

x2 =
Y2 � YL � tan �2X2

tan�L � tan �2

y2 =
tan�L(Y2 � tan �2X2) � tan �2YL

tan�L � tan �2

Ceci permet de calculer les valeurs de (x1; y1) et (x2; y2) intervenant dans l'ex-
pression de l'incertitude sur x et y.

L'incertitude sur (x1; y1) et (x2; y2) est d�eriv�ee de l'�equation (3.9), o�u "(distorsion+discretisation)
est �x�e �a 1 pixel et o�u K est exprim�e en fonction de �L, YL.
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C1

C2

P

p1
p2

effet de la distorsion et de la discretisation

effet des erreurs d’orientation de la came’ra

effet des erreurs de positionnement de la came’ra

lignes de vue

incertitude re’sultante sur P pour une came’ra 
parfaitement calibre’e et oriente’e

incertitude re’sultante sur P avec 
des erreurs de positionement et d’orientation

incertitude sur la position des came’ras

Fig. 3.5 - Incertitude sur la ligne de vue et le point reconstruit avec la m�ethode
traditionnelle.

3.3.3 Pr�esentation des courbes d'erreur

Pour permettre des consid�erations quantitatives, nous produisons des courbes
repr�esentant l'erreur sur le point reconstruit en fonction des incertitudes sur les
donn�ees. Pour chacune des courbes, on �etudie les variations de l'erreur sur P en
fonction d'un param�etre alors que les autres param�etres sont �x�es �a des valeurs
\standards".

Seuls les r�esultats pour la coordonn�ee y sont pr�esent�es : en e�et on observe que
les r�esultats obtenus sont analogues pour x et y, avec un facteur d'�echelle qui d�epend
de la con�guration : pour la con�guration pr�esent�ee, l'erreur �x est inf�erieure d'un
facteur 10 �a l'erreur �y.

Nous avons utilis�e la même �echelle sur l'axe des ordonn�ees pour toutes les
courbes, ceci pour permettre une comparaison imm�ediate des di��erents r�esultats.

Consid�erons tout d'abord la �gure 3.6 qui permet de comparer directement la
sensibilit�e des deux m�ethodes aux erreurs sur la position des cam�era. C'est le seul
param�etre qui intervient �a la fois dans les deux m�ethodes. Les erreurs sur les autres
param�etres, telles que les erreurs de discr�etisation et l'erreur sur l'orientation des
cam�eras, sont suppos�ees nulles. L'orientation de la droite de r�ef�erence est �x�ee �a
sa valeur optimale, c'est-�a-dire �L = 0. Ainsi, la seule erreur prise en compte est
l'incertitude sur la position des cam�eras, �X.

La �gure 3.6 repr�esente sur le même graphe l'erreur obtenue avec la m�ethode
traditionnelle et avec la m�ethode g�eom�etrique pour di��erentes valeurs de l'erreur
de positionnement des cam�eras �X = 100; 200; 300 pixels. Sur l'axe horizontal
apparâ�t YL, la distance entre la droite de r�ef�erence et les cam�eras.

La m�ethode avec �etalonnage ne d�epend bien sur pas de la position de la droite
de r�ef�erence. C'est pourquoi l'erreur obtenue avec la m�ethode traditionnelle ap-
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Fig. 3.6 - Con�guration 1. Erreur sur les coordonn�ees x et y de P en fonction
de YL. Chaque courbe correspond �a un di��erent � = �X1 = �Y1 = �X2 = �Y2 : de
bas-en-haut � = 100 pixels, � = 200 pixels, � = 300 pixels .

parâ�t comme une droite horizontale pour chacune des trois di��erentes valeurs de
�X. Les courbes correspondent �a la m�ethode g�eom�etrique et pr�esentent comme
attendu un minimum pour YL = 40:000 pixels, lorsque le point P appartient �a
la droite de r�ef�erence ; il y a par contre d�eg�en�erescence lorsque la droite de r�ef�e-
rence devient proche des cam�eras (YL �! 0) : dans ce cas la m�ethode g�eom�etrique
n'est plus applicable. Cependant on peut observer que chaque droite horizontale
est une asymptote pour la courbe correspondante. Ceci signi�e que si la droite de
r�ef�erence est su�samment �eloign�ee des cam�eras, l'erreur obtenue par la m�ethode
g�eom�etrique est toujours inf�erieure �a celle obtenue avec la m�ethode traditionnelle.
Dans notre cas cette distance minimale correspond �a 1=4 de la distance entre les
cam�eras et l'objet observ�e.

Les �gures 3.7 et 3.8 montrent l'incertitude sur le point reconstruit par la m�e-
thode g�eom�etrique en fonction de la position de la droite de r�ef�erence. Elles re-
pr�esentent respectivement l'erreur en fonction de la distance YL entre la droite de
r�ef�erence et les cam�eras, son orientation �L �etant �x�ee et l'erreur en fonction de
l'orientation �L de la droite de r�ef�erence, sa distance au cam�eras YL �etant �x�ee.
Pour ces courbes nous consid�erons une erreur de 100 pixels sur les coordonn�ees
des cam�eras. Par ailleurs, l'erreur sur P1 et P2 est calcul�ee pour une erreur de
discr�etisation de 1 pixel.

La �gure 3.7 pr�esente des caract�eristiques analogues �a celles de la �gure 3.6,
en particulier la pr�esence d'un minimum d'erreur lorsque le point est situ�e sur la
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Fig. 3.7 - Con�guration 1. Erreur sur la coordonn�ee y de P en fonction de YL.
Chaque courbe correspond �a un �L di��erent : de bas-en-haut �L = 0 rad, �L = 0:4
rad, �L = 0:8 rad, �L = 1:2 rad.
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Fig. 3.8 - Con�guration 1. Erreur sur la coordonn�ee y de P en fonction de �L.
Chaque courbe correspond �a un YL di��erent : de bas-en-haut YL = 40000 pixels,
YL = 100000 pixels, YL = 25000 pixels.
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droite de r�ef�erence.

La �gure 3.8 montre une bonne stabilit�e de l'erreur par rapport �a l'orientation
de la droite de r�ef�erence. En fait, l'erreur est stable sur un intervalle d'environ �

2

autour d'une orientation pr�ef�erentielle, augmentant seulement au voisinage des cas
d�eg�en�er�es (droite de r�ef�erence contenant le centre de projection et donc confondue
avec une ligne de vue!).
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Configuration 1 : error on  position of P(0,40.000)

Fig. 3.9 - Con�guration 1. Erreur sur les coordonn�es de P en fonction de ��,
l'incertitude sur l'orientation des lignes de vue �.

De mani�ere plus quantitative, on observe que la m�ethode g�eom�etrique produit
des erreurs inf�erieures �a 1500 pixels ; dans le cas traditionnel, ceci signi�e une
pr�ecision de 0:004 radians (� 0:2 deg) sur la mesure des angles �1 et �2, qui d�e�nis-
sent l'orientation des lignes de vues. Cette �evaluation est d�eduite de la �gure 3.9
qui montre pour la m�ethode traditionnelle, l'erreur sur la position du point P en
fonction de l'incertitude sur l'orientation des lignes de vue. (L'erreur sur la posi-
tion des cam�eras est �x�ee �a une valeur identique au cas g�eom�etrique, c'est-�a-dire
�X1 = �Y1 = �X2 = �Y2 = 100 pixels).

Ces observations se g�en�eralisent pour les autres con�gurations �etudi�ees mais
non pr�esent�ees ici. (voir [Moh 91])

3.4 Conclusion

Les conclusions de cette �etude sont les suivantes : la m�ethode g�eom�etrique, si elle
ne demande pas d'�etalonnage des cam�eras, requiert en revanche la connaissance de
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points de r�ef�erence. Si ces derniers sont insu�sants pour d�eterminer compl�etement
la vue, il s'agit d'une con�guration \d�eg�en�er�ee" pour la quelle la reconstruction ne
peut pas être e�ectu�ee avec cette m�ethode. Cependant, en dehors de ces con�gu-
rations, la pr�ecision obtenue sur le point reconstruit est comparable ou meilleure
que la pr�ecision obtenue avec une cam�era �etalonn�ee :

{ La m�ethode g�eom�etrique est alors moins sensible aux erreurs sur la position
des cam�eras.

{ Pour obtenir avec une cam�era �etalonn�ee une pr�ecision comparable �a celle
donn�ee par la m�ethode g�eom�etrique, l'�etalonnage doit fournir une pr�ecision
angulaire de 0.2 deg. sur les lignes de vue.

De plus, dans les discussions pr�ec�edentes, nous avons toujours suppos�e que les pa-
ram�etres intrins�eques de la cam�era �etaient parfaitement �etalonn�es. Mais ceci n'est
jamais vraiment exact et il faut remarquer que les erreurs sur les param�etres in-
trins�eques a�ectent la reconstruction avec �etalonnage alors qu'elles n'ont aucune
incidence sur les r�esultats obtenus avec la m�ethode du birapport. Le calcul du bi-
rapport dans l'image est ind�ependant de la distance focale et de la position du
projet�e du centre optique (axe optique). Ceci est particuli�erement int�eressant lors-
qu'on utilise une cam�era mobile ; dans de nombreux cas, l'exp�erience a montr�e
que l'�evaluation de la position de la cam�era est impr�ecise, �a cause des conditions
m�ecaniques. On peut aussi remarquer qu'une distance focale constante entre les
vues interdit de pouvoir focaliser sur les objets observ�es. L'approche g�eom�etrique
�elimine ces contraintes et, en g�en�eral, permet de s'a�ranchir d'une proc�edure de
relocalisation continue, g�en�eralement bas�ee sur des algorithmes tr�es coûteux et sen-
sibles. En fait, l'approche g�eom�etrique fournit explicitement une information bas�ee
sur l'objet, avec une incertitude proportionnelle �a la distance. C'est donc un moyen
tout �a fait naturel de d�ecrire l'environnement pour un grand nombre de tâches en
robotique.



Chapitre 4

Stabilit�e des invariants projectifs

4.1 Introduction

Les applications des invariants projectifs au domaine de la vision sont nom-
breuses, comme l'a montr�e une r�ecente conf�erence sur ce th�eme [Mun 92] : une
premi�ere classe d'applications concerne la restitution des caract�eristiques spaciales
de la sc�ene observ�ee. Dans cette cat�egorie entrent le positionnement de la cam�era,
la reconstruction des points observ�es et l'�etalonnage ou l'autocalibrage �a l'aide
d'invariants projectifs. Un autre domaine o�u les invariants projectifs sont natu-
rellement utilis�es est celui de la reconnaissance d'objets. En e�et l'objectif de la
reconnaissance est, �a partir d'une base d'objets connus a priori, de d�etecter la pr�e-
sence d'un ou plusieurs objets de la base dans une image. Les objets sont identi��es
grâce �a des caract�eristiques qui doivent être mesurables dans l'image, si possible
ind�ependantes du point de vue et elles doivent permettre de discriminer les objets
de la base. Pour les objets poly�edriques, les propri�et�es topologiques sont largement
utilis�ees. Des syst�emes de reconnaissance d'objets poly�edriques qui sont bas�es sur
ces caract�eristiques ont �et�e d�evelopp�es. On peut citer en particulier les travaux de
H. Sossa dans notre �equipe [Sos 92c] [Sos 92b] [Sos 92a].

La description des propri�et�es g�eom�etriques des objets est plus ardue : les carac-
t�eristiques euclidiennes (distances, angles) et a�nes (rapports de distance, paral-
l�elisme) ne sont pas conserv�ees dans les images et leur valeur d�epend du point de
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vue. Leur utilisation est donc limit�ee aux cas o�u soit le point de vue est connu, soit
la transformation entre les mod�eles et les images peut être mod�elis�ee de mani�ere
satisfaisante par une transformation euclidienne, une similitude ou une a�nit�e.
Dans le cas d'une s�equence d'images proches, P. Gros [Gro 91] montre comment les
invariants a�nes permettent un appariement �able des points des images. Hutten-
locher [Hut 91] propose une m�ethode de reconnaissance fond�ee sur les invariants
a�nes.

Les invariants projectifs fournissent une caract�erisation g�eom�etrique invariante
par transformation projective. Ils sont donc conserv�es dans toutes les images d'un
même objet, �a condition que le mod�ele de projection perspective soit valide.

Plusieurs travaux proposent des m�ethodes de reconnaissance fond�ees sur les in-
variants projectifs. On peut citer en particulier ceux de Zisserman et al. [For 90a]
[For 90b] [For 91a] [Rot 91] [For 91b] [For 92] qui utilisent les invariants projec-
tifs de droites et de coniques pour la reconnaissance d'objets plans. Batatia et al.
[Bat 91] ont d�evelopp�e un syst�eme de reconnaissance de poly�edres utilisant des ca-
ract�erisations �a la fois topologiques et quantitatives �a partir d'invariants projectifs
de cinq points coplanaires. Ils proposent en particulier des solutions pour caract�e-
riser les con�gurations d�eg�en�er�ees (points align�es : : : ). Meer [Mee 92] propose une
m�ethode de reconnaissance fond�ee sur la mise en correspondance de groupes de
cinq points ou cinq droites coplanaires : la comparaison des invariants permet un
premier �ltrage, puis un syst�eme de vote d�e�nit la correspondance point �a point
entre le mod�ele et l'image.

D'une mani�ere g�en�erale, ainsi que nous l'avons nous même constat�e �a la suite
de nos travaux sur le positionnement relatif, les techniques utilisant les invariants
projectifs se heurtent �a l'absence de r�esultats ou d'�etudes concernant la stabilit�e
de ces invariants. Ce type de consid�erations n'entrait pas dans les pr�eoccupations
des th�eoriciens de la g�eom�etrie au si�ecle dernier. Les questions qui se posent sont
les suivantes :

{ Comment les invariants projectifs sont ils a�ect�es par la pr�esence de bruit
dans les images?

{ La stabilit�e des invariants d�epend elle des con�gurations (con�gurations de
points, de droites : : : ) sur lesquelles on les calcule? Existe-t-il des con�gura-
tions d�eg�en�er�ees?

{ L'incertitude sur les invariants d�epend elle du point de vue?

et dans le cas de la reconnaissance :

{ Parmi les invariants �a notre disposition, comment choisir les plus appropri�es?

{ Les invariants projectifs sont ils discriminants?

Des �etudes approfondies ont d�ej�a �et�e men�ees pour r�epondre �a ces questions dans
le cas des invariants a�nes du plan [Hut 91]. Mais pour les invariants projectifs,
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peu de r�esultats sont encore disponibles. Coelho et al. [Coe 91] ont observ�e les
variations des invariants projectifs selon le point de vue. Ils utilisent des images
r�eelles de �gures g�eom�etriques planes tr�es contrast�ees, pour �eliminer l'in
uence des
erreurs dues �a l'extraction des contours. Di��erents invariants projectifs sont calcul�es
pour plusieurs points de vues et leurs valeurs sont compar�ees. Cette �etude permet
d'�evaluer de mani�ere quantitative et sur un cas r�eel la stabilit�e des invariants pro-
jectifs. Cependant, le probl�eme de l'�evaluation a priori de cette incertitude n'est
pas abord�e et aucune information n'est apport�ee quand �a l'incidence des erreurs
sur les performances de la reconnaissance : en e�et, les primitives de l'objet observ�e
sont identi��ees pr�ealablement au calcul des invariants. Sanfeliu [San 92] propose un
crit�ere permettant de �ltrer les con�gurations de cinq points coplanaires g�en�erant
des invariants stables, et donc constituant des caract�eristiques �ables pour la re-
connaissance. Ce crit�ere est bas�e sur une description probabiliste de la position
des points et il suppose connus les e�et de la transformation projective sur les
incertitudes. Lenz et Meer [Len 92] ont recherch�e les invariants projectifs de cinq
points coplanaires ind�ependants de l'ordre des points. Ils en proposent plusieurs et
ils donnent des r�esultats sur leurs performances pour la reconnaissance avec des
simulations bruit�ees. Meer [Mee 92] propose une mesure de qualit�e de la reconnais-
sance e�ectu�ee par son syst�eme. Cette mesure s'appuie sur une �evaluation de la
probabilit�e des mauvais appariements entre les groupes de cinq primitives.

Nous nous int�eressons �a la robustesse des invariants projectifs en nous pla�cant
dans le cadre de la reconnaissance.

Pour �evaluer les performances des invariants projectifs comme indices de recon-
naissance, nous consid�erons des con�gurations �el�ementaires form�ees de cinq points
coplanaires, et caract�eris�ees par deux invariants projectifs. Ces con�gurations for-
ment notre base de mod�eles. Nous cherchons ensuite �a identi�er parmi tous les
groupes de cinq points pr�esents dans une image, ceux susceptibles d'être les images
d'un groupe mod�ele, c'est-�a-dire ceux caract�eris�es par les mêmes invariants projec-
tifs.

Le choix des con�gurations de cinq points coplanaires a plusieurs raisons :

{ Le choix d'une con�guration plane est �a priori restrictif, puisqu'on s'int�eresse
�a des m�ethodes utilisables dans le cadre de la projection perspective 3D{2D.
Cependant, Burns et al. [Bur 91] ont montr�e qu'il n'existe aucun invariant de
la projection perspective 3D{2D pour un groupe de N points 3D quelconques.
Comme le remarque Hartley [Har 92a], on est donc contraint de consid�erer :

{ soit les invariants de con�gurations 3D quelconques, mais calculables �a
partir de plusieurs images,

{ soit des con�gurations 3D non quelconques, c'est-�a-dire v�eri�ant une
contrainte g�eom�etrique, et qui peuvent alors admettre des invariants
pour la projection 3D{2D, calculables �a partir d'une seule image.

C'est pourquoi nous avons choisi d'�etudier une con�guration plane, la contrainte
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de coplanarit�e engendrant l'existence d'invariants projectifs. (On est alors
dans le cas d'une homographie de IP 2.)

{ Si nous avons choisi un nombre de cinq points, c'est qu'il n'existe pas d'in-
variant projectif g�en�eral pour quatre points coplanaires ou moins. En e�et
quatre points formant une base projective de IP 2 d�eterminent de mani�ere
unique une homographie de IP 2, ce que nous avons vu au paragraphe 1.3.2.
Ceci implique que toute fonction de quatre points coplanaires invariante par
transformation projective est constante : elle prend la même valeur pour tous
les quadruplets de IP 2. Il n'existe donc pas d'invariant projectif (non constant)
de quatre points coplanaires non align�es.

{ On peut discuter le choix de points et non de droites qui sont des primitives
a priori pr�ef�erables lorsqu'on s'attache �a la robustesse. D'un point de vue
th�eorique, les invariants d�eduits des droites ont même forme que ceux d�eduits
des points puisque les points et les droites sont duaux dans l'espace IP 2.
Cependant, les incertitudes sur une droite ne s'expriment pas de mani�ere
analogue aux incertitudes sur un point.

Nous commen�cons ce chapitre en pr�esentant les causes d'erreurs dans un pro-
cessus de reconnaissance �a l'aide d'invariants projectifs. Nous poursuivons par une
�etude th�eorique de l'incertitude sur le birapport de quatre points align�es. Nous
d�erivons en particulier le calcul de la fonction de r�epartition associ�ee au birapport
de quatre points align�es. Ceci nous permet une premi�ere �evaluation du pouvoir
discriminant d'un birapport. Nous proposons aussi une mesure de similarit�e entre
deux birapports bas�ee sur la fonction de r�epartition. Une �etude di��erentielle nous
permet ensuite d'observer l'e�et sur le birapport des erreurs sur les quatre points.
L'incertitude sur le birapport peut être �evalu�ee par approximation lin�eaire ou ma-
jor�ee en consid�erant la monotonie de la fonction birapport. Cette �etude met en
�evidence l'existence de con�gurations d�eg�en�er�ees et nous procure des outils pour la
reconnaissance.

Nous consid�erons ensuite les groupes de cinq points coplanaires pour lesquels
nous proposons di��erents invariants projectifs, pouvant être utilis�es comme indices
de reconnaissance. Nous cherchons d'une part �a �evaluer le pouvoir discriminant
des invariants propos�es et d'autre part nous proposons une �evaluation a priori de
l'incertitude sur un invariant projectif, a�n d'obtenir un crit�ere de rejet au moment
de la reconnaissance. Nous pr�esentons en�n les r�esultats obtenus sur des donn�ees
simul�ees.

4.2 Origine des erreurs

Consid�erons un processus de reconnaissance o�u les con�gurations �el�ementaires
sont les groupes de cinq points coplanaires. Pour chaque groupe de cinq points de
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la base de mod�eles, on calcule les invariants projectifs k1 et k2 qui lui sont associ�es.
On cherche dans l'image le ou les groupes de cinq points caract�eris�es par les mêmes
invariants projectifs, appel�es groupes candidats.

Pour chaque groupe mod�ele on trouve en g�en�eral plusieurs groupes candidats,
dont au plus un n'est pas un faux candidat. Les faux candidats ont plusieurs ori-
gines :

{ D'un point de vue strictement th�eorique, c'est-�a-dire en ne consid�erant aucune
incertitude sur les donn�ees, on peut voir apparâ�tre de faux candidats. En ef-
fet, deux groupes de cinq points di��erents peuvent avoir les mêmes invariants
projectifs : il faut et il su�t qu'ils soient en correspondance homographique.
Si il existe une homographie entre cinq points de l'image et un groupe mod�ele
de cinq points, ils auront exactement les mêmes invariants projectifs, et les
cinq points de l'image constitueront un faux candidat pour le groupe mod�ele
(voir �gure 4.1).
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CD

E

a b

cd
e
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Fig. 4.1 - Premier type de faux candidat : dans une vue repr�esentant des d�es, on
cherche le motif \5" : le groupe mod�ele est A,B, C,D, E. Dans une vue perspective
parfaite, on a trouv�e deux groupes candidats a, b, c, d, e et a0, b0, c0, d0, e0. Ce dernier
est un faux candidat.

Ce cas de �gure a une probabilit�e tr�es faible de survenir e�ectivement. On
ne l'a jamais observ�e dans nos simulations non bruit�ees utilisant des points
r�epartis al�eatoirement (voir paragraphe 4.5).

{ Dans la pratique, il existe une incertitude sur les coordonn�ees des points
images : elle provient de la discr�etisation de l'image, des traitements bas{
niveau (segmentation, extraction de contours et de jonctions) et du fait que
le syst�eme optique ne r�ealise pas une projection perspective parfaite (dis-
torsion). Si on tient compte des incertitudes sur les coordonn�ees des points
images, on doit consid�erer un intervalle d'erreur associ�e �a chaque invariant
projectif. Dans l'espace des invariants, chaque groupe image sera donc associ�e
�a une zone d'incertitude et chaque groupe mod�ele sera associ�e �a un point. Un
groupe image dont la zone d'incertitude contient le point correspondant �a
un groupe mod�ele sera retenu comme un candidat potentiel pour ce mod�ele.
C'est l'origine principale des faux candidats.
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Il se pose donc le probl�eme d'�evaluer l'intervalle de con�ance associ�e �a un in-
variant projectif : si cet intervalle de con�ance est sous-�evalu�e, le \vrai" candidat
ne sera pas retenu ; s'il est sur-�evalu�e, un nombre super
u de faux candidats seront
retenus.

La qualit�e des invariants projectifs comme indices de reconnaissance est donc
directement li�ee �a la proportion de faux candidats retenus par groupe mod�ele, et
par rapport au nombre total de groupes images consid�er�es, ainsi qu'�a la possibi-
lit�e d'�evaluer de mani�ere �able l'intervalle de con�ance associ�e chaque invariant
projectif.

4.3 Etude th�eorique de stabilit�e du birapport

Dans cette section, nous cherchons a explorer le comportement des invariants
projectifs en pr�esence d'incertitudes sur les points qui sont utilis�es pour leur calcul.
Pour cela nous consid�erons l'invariant fondamental, le birapport, d'abord pour
quatre points align�es, ensuite pour cinq points coplanaires. Une premi�ere �etude
probabiliste, nous conduit au calcul de la fonction de r�epartition du birapport de
quatre points align�es. Dans une deuxi�eme partie, une approche di��erentielle nous
permet d'�evaluer l'incertitude sur le birapport en fonction de l'incertitude sur les
points.

4.3.1 Birapport de quatre points align�es

Quatre points d'une droite d�e�nissent un invariant projectif : leur birapport. On
cherche a �etudier le pouvoir discriminant de ce birapport, ainsi que sa stabilit�e par
rapport aux erreurs sur les coordonn�ees des points.

Densit�e de probabilit�e du birapport

Le pouvoir discriminant du birapport est limit�e dans la mesure o�u deux con�-
gurations de quatre points di��erentes peuvent d�e�nir le même birapport. Ceci nous
am�ene �a consid�erer d'abord un point de vue probabiliste. La question qui se pose est
la suivante : �etant donn�e un r�eel k, quelle est la probabilit�e pour qu'un quadruplet
de r�eels admette k comme birapport?

La r�eponse est donn�ee par la fonction densit�e de probabilit�e du birapport, dont
nous produisons ici l'expression analytique. Ce r�esultat a �et�e �etabli en collaboration
avec Kalle �Astr�om, lors de sa visite au Lifia en Septembre 1992 [�Ast 92].

Consid�erons a,b,c et d, les r�ealisations de quatre variables al�eatoires ind�epen-
dantes A, B, C et D de distribution uniforme sur l'intervalle [0; 1]. Leur birapport
est :

k(a; b; c; d) =
(c� a) (d� b)

(d � a) (c� b)
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Nous allons calculer la densit�e de probabilit�e et la fonction de r�epartition de la
variable al�eatoire K = k(A;B;C;D).

Un cas particulier

Supposons pour l'instant que :

0 � a < b < c < d � 1 (4:12)

La probabilit�e de cette con�guration est 1/24. Nous allons calculer la probabilit�e
jointe que

P (K > �; 0 � A < B < C < D � 1) =
Z Z Z Z


�
f(A;B;C;D)(a; b; c; d) da db dc dd

o�u

� = f(a; b; c; d) j k(a; b; c; d) � �; 0 � a < b < c < d � 1g

et f(A;B;C;D)(a; b; c; d) est la densit�e de probabilit�e jointe des quatre variables al�ea-
toires A, B, C et D. Dans ce cas de �gure nous avons k(a; b; c; d) > 1 ; nous
supposerons donc dans la suite que � > 1.

κ

1

0 minb c

b

k2

k2

κ

1

amax b0

a

k

Fig. 4.2 -

D�etermination de 
�

Pour d�eterminer les bornes de l'intervalle 
�, nous �etudions tout d'abord les
bornes pour a. Supposons que b, c et d sont �xes et v�eri�ent la propri�et�e (4.12).
Le birapport k en fonction de a 2 [0; b] est trac�e dans la �gure 4.2. En utilisant
l'hypoth�ese (4.12), on constate que la d�eriv�ee partielle

@k

@a
= �

(d� b) (d� c)

(d� a)2 (c� b)

est toujours n�egative. Pour a = 0, on obtient

k2(b; c; d) = k(0; b; c; d) =
c (d� b)

d (c� b)
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et pour a = b on obtient k(b; b; c; d) = 1. A pr�esent, la condition k(a; b; c; d) � � ne
peut être v�eri��ee pour une valeur de a 2 [0; b[ seulement si k2(b; c; d) est sup�erieur
�a � et a 2 [0; amax], o�u amax v�eri�e k(amax; b; c; d) = �. Apr�es calculs, on obtient

amax(b; c; d; �) =
cb� cd+ � cd � � db

b� d + � c� � b

Pour assurer que k2 est sup�erieur �a �, nous �xons c et d et nous �etudions k2 en
fonction de b 2 [0; c[. Voir Figure 4.12. La d�eriv�ee partielle de k2 par rapport �a b
est

@k2
@b

=
c (d� c)

d (c� b)2

En consid�erant l'hypoth�ese (4.12), on voit facilement que k2 est strictement crois-
sant. Il prend la valeur 1 pour b = 0 et k2 !1 quand b! c. Pour tout � > 1 pour
toutes les valeurs de c et d telles que 0 � c < d � 1 la condition k2(b; c; d) � � est
v�eri��ee pour b 2 [bmin; c[, o�u

bmin(c; d; �) =
� � 1

�� c=d
c

v�eri�e k2(bmin; c; d) = �.

Pour r�ecapituler, nous voulons trouver les valeurs de a, b, c et d avec 0 � a <
b < c < d � 1, dont le birapport k(a; b; c; d) est sup�erieur �a � > 1. Pour tout choix
de c, d, et � avec 0 � c < d � 1 and � > 1 il est n�ecessaire et su�sant de prendre
b 2 [bmin; c[ puis a 2 [0; amax]. L'ensemble 
� est donc


� =

8>>><>>>: (a; b; c; d)

���������
0 � d � 1;
0 � c < d;
bmin(c; d; �) � b < c;
0 � a < amax(b; c; d; �)

9>>>=>>>;
Calcul de la densit�e de probabilit�e

Nous calculons maintenant :

P1 = P (K > �; 0 � A < B < C < D � 1) =
Z Z Z Z


�
f(A;B;C;D)(a; b; c; d) da db dc dd

En utilisant une distribution uniforme, ceci devient

P1 =
Z 1

0

Z d

0

Z c

bmin

Z amax

0
1 da db dc dd

Apr�es des calculs, on (i.e. Maple) trouve que

P1 =
1

24
(2�(� � 1) ln(

�� 1

�
) + 2�� 1)
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On en d�eduit

F0(�) =
1

24
� P1 =

2

24

�
1 � �(�� 1) ln

�
�� 1

�

�
� �

�
et

f0(�) =
dF0

d�
(�) =

2

24

�
(2� � 1) ln

�
�

�� 1

�
� 2

�
Ces deux fonctions sont les bases sur lesquelles nous allons construire la fonction

de r�epartition FK et la densit�e de probabilit�e fK de la variable al�eatoire K.

Le cas g�en�eral

Il existe 23 autres fa�cons d'ordonner a, b, c et d. Les 24 ordonnancements peuvent
être group�es en 6 groupes de 4. Dans chaque groupe, les birapports correspondants
peuvent être calcul�es �a partir du birapport associ�e �a l'ordonnancement (4.12) par
une fonction d�e�nie sur l'intervalle ]1;1[.

Les fonctions sont

g1 : ]1;1[! ]1;1[ g1(x) = x
g2 : ]1;1[! ]1;1[ g2(x) = 1 + 1=(x� 1)
g3 : ]1;1[! ]0; 1[ g3(x) = 1=x
g4 : ]1;1[! ]0; 1[ g4(x) = 1 � 1=x
g5 : ]1;1[! ]�1; 0[ g5(x) = 1 � x
g6 : ]1;1[! ]�1; 0[ g6(x) = �1=(x � 1)

Supposons que X est une variable al�eatoire avec une densit�e de probabilit�e
FX(x) = P (X < x) et une distribution fX(x). On construit une nouvelle variable
al�eatoire Y = g(X). Si g est une fonction strictement croissante alors

FY (y) = P (Y < y) = P (g(X) < y) = P (X < g�1(y)) = FX(g
�1(y))

Inversement, si g est strictement d�ecroissante, alors

FY (y) = P (Y < y) = P (g(X) < y) = P (X > g�1(y)) = 1 � FX(g
�1(y))

Dans ces deux cas, la r�egle de transformation de la distribution obtenue est :

fY (y) =
dFY

dy
(y) = fX(g

�1(y)) j
d(g�1)

dy
(y)j (4:13)

En utilisant la r�egle de transformation (4.13) avec f0 et les transformations g1 �a
g6, il est possible de calculer la densit�e de probabilit�e jointe pour tous les autres
ordonnancements de a, b, c et d. Il s'av�ere que les 6 expressions obtenues peuvent
être repr�esent�ees par 3 fonctions. Celles-ci sont montr�ees sur la �gure 4.3. La densit�e
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de probabilit�e totale est obtenue en les additionnant. Le r�esultat de cette op�eration
donne :

fK(�) =

8><>:
f1(�) + f3(�) si � < 0
f3(�) + f2(�) si 0 < � < 1
f2(�) + f1(�) si 1 < �

f1(�) =
1

3

�
(2� � 1) ln

�
�

�� 1

�
� 2

�
f2(�) =

1

3

 
(�+ 1) ln(�) + 2(1 � �)

(�� 1)3

!

f3(�) =
1

3

 
(�� 2) ln(1� �)� 2�

�3

!

La fonction de r�epartition est donn�ee par :

FK(�) =

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

0 si � =1
F1(�) + F3(�) si 1 < � < 0
1=3 si � = 0
1=2 + F2(�) + F3(�) si 0 < � < 1
2=3 si � = 1
1 + F1(�) + F2(�) si 1 < � <1

F1(�) =
1

3

�
�(1� �) ln

�
�� 1

�

�
� �+

1

2

�
F2(�) =

1

3

 
�� � ln(�)� 1)

(�� 1)2

!

F3(�) =
1

3

 
(1� �) ln(1 � �) + �

�2

!
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Validation

Pour valider nos r�esultats, nous avons produit 300 000 r�ealisations des variables
al�eatoires uniformes A, B, C et D en utilisant un g�en�erateur de nombres pseudo-
al�eatoire. Le birapport de chaque quadruplet a �et�e calcul�e. La densit�e de probabilit�e
et la fonction de r�epartition ont �et�e estim�ees �a partir de ces donn�ees. Le r�esultat
ainsi que la fonction analytique sont montr�es sur la �gure 4.4 et la �gure 4.5.

Applications

Ce r�esultat peut être utilis�e de plusieurs mani�eres.

Tout d'abord, la densit�e de probabilit�e peut être utilis�ee pour calculer le facteur
de discrimination associ�e �a une con�guration de quatre points align�es. Supposons
que nous voulons identi�er une con�guration de quatre points dont le birapport
est compris dans [k��k; k+�k], parmi N autres con�gurations de quatre points
suppos�ees conformes au mod�ele de distribution al�eatoire que nous avons utilis�e.
Alors nous pouvons �evaluer qu'en moyenne (FK(k +�k)� FK(k ��k))N de ces
con�gurations seront dans l'intervalle [k ��k; k +�k].

La fonction de r�epartition peut aussi être utilis�ee comme mesure de similarit�e
entre deux con�gurations. Il faut noter que la comparaison de birapports est un
point d�elicat : en e�et le birapport est une notion projective, qui peut en th�eorie
prendre des valeurs in�nies. La di��erence relative est une mesure peu satisfaisante :
par exemple, des birapports de 106 et 2 106 sont similaires alors que des birap-
ports de 1 et 2 correspondent �a des con�gurations tr�es di��erentes, l'une �etant une
con�guration d�eg�en�er�ee (deux points confondus), l'autre �etant la con�guration dite
harmonique. De même, des birapports ayant des tr�es grandes valeurs de signes op-
pos�ees sont proches, car tous deux proches de l'in�ni.

Nous proposons comme mesure de distance entre deux birapports k1 et k2 la
probabilit�e pour un birapport k d'être situ�e dans l'intervalle [k1; k2]. C'est-�a-dire :

d1(k1; k2) = FK(k2)� FK(k1)

La distance entre deux birapports est alors comprise entre 0 et 1. Pour tenir compte
de la proximit�e des birapports �a l'in�ni, il est pr�ef�erable d'utiliser comme distance :

d2(k1; k2) = min (FK(k2)� FK(k1) ; 1 � FK(k2)� FK(k1))

Les valeurs obtenues sont alors comprises entre 0 et 1/2.

On peut remarquer toutefois que le calcul de la fonction densit�e par tirage
al�eatoire n'est valable que si le tirage respecte les contraintes pr�esentes dans le cas
r�eel : par exemple, si les quadruplets sont ordonn�es, seule la restriction �a l'intervalle
[1;1] de la densit�e de probabilit�e doit être prise en compte (voir �gure 4.6). Si on
impose une distance minimum entre coordonn�ees, la probabilit�e des con�gurations
d�eg�en�er�ees est consid�erablement diminu�ee (voir �gure 4.7).
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Fig. 4.6 - Densit�e de probilit�e des birapports de quadruplets ordonn�es, approxim�ee
par tirage al�eatoire de 500,000 quadruplets.
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Fig. 4.7 - Densit�e de probilit�e des birapports de quadruplets [x1; x2; x3; x4] tels
que xi 2 [�10; 10] et jxi � xjj > 1. Approximation par tirage al�eatoire de 500,000
quadruplets.
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Approximation di��erentielle de l'incertitude

L'�etude pr�ec�edente nous permet d'�evaluer le pouvoir de discrimination d'un
birapport de quatre points donn�es, mais elle ne donne aucune indication sur la sen-
sibilit�e du birapport aux erreurs sur les points. Dans ce paragraphe, nous cherchons
�a �evaluer l'incertitude sur le birapport de quatre points en fonction de l'incertitude
sur ces points.

On consid�ere quatre points de coordonn�ees x1, x2, x3, x4 mesur�es avec une incer-
titude de dx1, dx2, dx3, dx4 o�u dxi > 0. En lin�earisant l'expression du birapport par
son d�eveloppement limit�e au premier ordre, nous pouvons donner une majoration
de l'incertitude sur le birapport :

dk =
4X
i=1

����� @k@xi
����� dxi

Si l'erreur sur les coordonn�ees est de type gaussien, et si dx2i repr�esente la
variance sur la coordonn�ee xi, alors l'incertitude sur le birapport a pour variance :

dk2 =
4X

i=1

 
@k

@xi

!2

dx2i

En supposant identiques les incertitudes sur chaque point, le jacobien du birap-
port donne directement la variance de l'incertitude sur le birapport.

dk =

vuut 4X
i=1

 
@k

@xi

!2

dx

Coelho [Coe 91] en d�eduit directement que dk / k. Une observation plus �ne
montre que cette relation lin�eaire se v�eri�e en dehors des zones d�eg�en�er�ees. Les
zones d�eg�en�er�ees correspondent aux deux hyperplans de l'espace des coordonn�ees :
x1 = x4 et x2 = x3 pour lesquels le birapport est in�ni (voir �gure 4.8). Par contre,
pour les grandes valeurs de k, dk / k2 (voir plus loin).

Cependant, �etant donn�e une valeur de l'incertitude sur les points et une va-
leur du birapport, il n'est pas possible d'en d�eduire directement l'incertitude sur
le birapport. En e�et, le facteur de proportionnalit�e entre dk et k ne d�epend pas
seulement des incertitudes sur les points mais aussi de la con�guration des points
eux-mêmes. Ceci est mis en �evidence en consid�erant des con�gurations homoth�e-
tiques (x1; x2; x3; x4) et (�x1; �x2; �x3; �x4). Les d�eriv�ees partielles de k par rapport
aux quatre coordonn�ees sont :

@k

@x1
=

(x4 � x2) (x3 � x4)

(x3 � x2) (x4 � x1)2

@k

@x2
=

(x3 � x1) (x4 � x3)

(x4 � x1) (x3 � x2)2
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Fig. 4.8 - L'incertitude relative sur le birapport k(x1; x2; x3; x4) en fonction de x1,
et pour trois con�gurations de x2, x3, x4.



82 Chapitre 4. Stabilit�e des invariants projectifs

@k

@x3
=

(x4 � x2) (x1 � x2)

(x4 � x1) (x3 � x2)2

@k

@x4
=

(x3 � x1) (x2 � x1)

(x3 � x2) (x4 � x1)2

Ceci implique

k(�x1; �x2; �x3; �x4) =
(�x3 � �x1) (�x4 � �x2)

(�x4 � �x1) (�x3 � �x2)
= k(x1; x2; x3; x4)

et
@k

@xi
(�x1; �x2; �x3; �x4) =

1

�

@k

@xi
(x1; x2; x3; x4)

Des con�gurations ayant le même birapport n'engendrent donc pas n�ecessaire-
ment la même incertitude sur le birapport. Dans le cas de con�gurations homo-
th�etiques, l'incertitude sur le birapport varie de mani�ere inversement proportion-
nelle aux distances entre les points. C'est un r�esultat attendu pour une grandeur
qui d�epend de rapports de distances alg�ebriques. Une cons�equence imm�ediate et
conforme �a l'intuition est que dans une même image, o�u les incertitudes sur les
points peuvent être consid�er�ees comme identiques, il sera pr�ef�erable de choisir des
con�gurations comportant des points distants les uns des autres pour obtenir des
birapports stables.

En conclusion, une con�guration a un birapport d'autant plus stable qu'elle est
�eloign�ee des con�gurations d�eg�en�er�ees et que ses points sont distants les uns des
autres. Un point important est qu'on ne peut pas �evaluer correctement l'incertitude
sur un birapport uniquement en connaissant sa valeur : accepter une marge d'erreur
de 5% sur tout birapport ne donnera pas des r�esultats homog�enes pour toutes les
con�gurations. Par contre, �a partir des coordonn�ees des points, on peut donner une
estimation de l'incertitude sur le birapport de chaque con�guration.

Etude de bornes

L'�etude di��erentielle conduit �a une approximation de l'incertitude comme une
somme des incertitudes par rapport �a chaque coordonn�ee. Cependant, on peut
remarquer que le birapport k(x1; x2; x3; x4) est monotone par rapport �a chaque
coordonn�ee. En e�et la d�eriv�ee partielle de k par rapport �a xi a la forme suivante :

@k

@xi
=
F (xj; xk; xl)

(xj � xi)2
o�u j; k; l 6= i

Elle est de même signe pour toutes les valeurs de xi : k est donc monotone par
rapport �a xi. De ce fait, les valeurs extrêmes de la fonction birapport sur l'intervalle
[x1� dx1; x1+ dx1]� [x2� dx2; x2+ dx2]� [x3� dx3; x3+ dx3]� [x4� dx4; x4+ dx4]
sont parmi les valeurs aux bornes : c'est-�a-dire les 16 quadruplets appartenant �a
fx1�dx1; x1+dx1g�fx2�dx2; x2+dx2g�fx3�dx3; x3+dx3g�fx4�dx4; x4+dx4g.
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Ceci est valide si les incertitudes sur les points sont inf�erieures aux distances
relatives entre les points : dxi < xi � xj pour tous i; j avec i 6= j.

Le minimum et le maximum de ces 16 valeurs d�e�nissent donc un intervalle
d'incertitude autour du birapport de x1, x2, x3, x4. Si on appelle �i le signe de

@k

@xi

alors
kmin = [x1 � �1 dx1 ; x2 � �2 dx2 ; x3 � �3 dx3 ; x4 � �4 dx4]

kmax = [x1 + �1 dx1 ; x2 + �2 dx2 ; x3 + �3 dx3 ; x4 + �4 dx4]

Cette �evaluation n'utilise aucune approximation ou lin�earisation. Elle donne
une majoration exacte de l'incertitude sur le birapport.
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Incertitude sur le birapport k=[x1,x2,x3,x4] pour x2=−4, x3=0 et x4=6 et dx=0.1
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incertitude de bornes superieure
incertitude de bornes inferieure

Fig. 4.9 - Comparaison des di��erents calculs d'incertitude du birapport

La �gure 4.9 montre une comparaison des di��erents calculs d'incertitude sur le
birapport. L'incertitude sur k est trac�ee en fonction de k, en faisant varier x1 et en
�xant x2, x3 et x4. L'incertitude sur les points a �et�e �x�ee �a 0:1, ce qui correspond
�a environ un dixi�eme de la distance relative entre les points.

On observe que le minimum de l'incertitude intervient pour un birapport de
valeur 1, ceci quelque soit le calcul de l'incertitude employ�e. Ceci reste vrai avec
d'autres valeurs pour x2, x3 et x4. L'incertitude major�ee issue de l'approximation
lin�eaire peut parfois sous-estimer l'erreur maximum possible pour le birapport,
mais qu'elle reste une bonne �evaluation.

L'incertitude a une variation quasi lin�eaire en fonction de k autour de la valeur
1, elle a une variation quadratique en fonction de k pour les grandes valeurs de
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Fig. 4.10 - L'incertitude relative sur le birapport k(x1; x2; x3; x4) en fonction de
k, et pour trois con�gurations de x2, x3, x4, et pour x1 variant.

k. Ceci a �et�e v�eri��e en tra�cant
���dk
k

���, l'incertitude relative en fonction de k (voir

�gure 4.10). On obtient bien pour les grandes valeurs de jkj une variation lin�eaire

de
���dk
k

��� en fonction de k, c'est �a dire une variation quadratique de jdkj en fonction de
k. Ceci implique que l'utilisation de l'approximation di��erentielle de l'incertitude
donn�ee au paragraphe pr�ec�edent engendre une sous-estimation de l'incertitude pour
les grandes valeurs du birapport. Par contre, elle est tr�es �able pour les valeurs du
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birapport situ�ees dans l'intervalle [0; 2].

4.3.2 Birapport de cinq points coplanaires

P1

P2

P3

P4

P5

Fig. 4.11 - Le birapport associ�e �a un quintuplet de points coplanaires

Soit un quintuplet de points coplanaires P1, P2, P3, P4, P5. Ces cinq points
d�e�nissent un birapport :

k = [P1;P2; P3; P4; P5]

Ce birapport correspond au birapport d'un faisceau de droites (voir �gure 4.11)
et il se calcule tr�es facilement en fonction des coordonn�ees des points (voir la formule
1.2).

Densit�e de probabilit�e

Dans le cas de cinq points coplanaires, l'expression du birapport fait intervenir
dix variables et le calcul de l'expression analytique de la fonction de r�epartition n'a
pas �et�e possible. Une approximation de cette fonction par tirage pseudo-al�eatoire
montre qu'elle a la même allure que dans le cas de 4 points align�es (voir �gure 4.12).
On observe une asym�etrie qui ne peut être imput�ee qu'au g�en�erateur de nombres
pseudo-al�eatoire. En e�et, les valeurs 0 et 1 correspondent aux mêmes con�gura-
tions, modulo un changement de num�erotation des points.

Comme dans le cas du birapport de quatre points align�es, si on impose des
contraintes sur les points, la densit�e de probabilit�e est modi��ee. La �gure 4.13
montre le r�esultat obtenu en imposant une distance minimum de 20 entre chaque
paire de points, pour des coordonn�ees des points prises dans l'intervalle [�500; 500].
On �ltre ainsi surtout des con�gurations d�eg�en�er�ees (de birapports 0 et 1).

On �ltre aussi les con�gurations d�eg�en�er�ees en imposant un angle minimum
pour tout di�edre form�e de trois des cinq points : la �gure 4.14 montre le r�esultat
obtenu pour

( dPiPjPk) > 0:3 degres 8 i; j; k 2 [1::5] tels que i 6= j 6= k:
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Fig. 4.12 - Approximation de la densit�e de probabilit�e du birapport de 5 points
coplanaires, par tirage pseudo-al�eatoire (500.000 �echantillons)
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Fig. 4.13 - Approximation de la densit�e de probabilit�e du birapport de 5 points
coplanaires, par tirage pseudo-al�eatoire (500.000 �echantillons), avec une distance
minimum entre les points. Les points sont tir�es dans l'intervalle [-500,500] et la
distance minimum entre deux points d'un même quintuplet est 20.
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Fig. 4.14 - Approximation de la densit�e de probabilit�e du birapport de 5 points
coplanaires, par tirage pseudo-al�eatoire (500.000 �echantillons), avec une contrainte
de non alignement.

En conclusion, il semble donc l�egitime d'utiliser la fonction de r�epartition du bi-
rapport de quatre points align�es comme approximation de la fonction de r�epartition
du birapport associ�e �a cinq points coplanaires.

Evaluation de l'incertitude

Nous avons �evalu�e l'incertitude sur le birapport associ�e �a cinq points coplanaires
en fonction de l'incertitude sur les coordonn�ees des points. Nous avons l�a aussi
utilis�e une approximation di��erentielle. Si on note (xi; yi) les coordonn�ees du point
Pi, et dxi et dyi l'incertitude sur ces coordonn�ees, alors l'incertitude sur k est donn�ee
par :

dk '

vuut 5X
i=1

 
@k

@xi

!2

dxi
2 +

 
@k

@yi

!2

dyi
2

Comme les r�esultats obtenus sont similaires au cas de quatre points align�es,
nous montrons les courbes d'erreur pour un seul cas de �gure, celui pr�esent�e sur la
�gure 4.15. Seule la coordonn�ees x1 varie et les autres coordonn�ees sont �x�ees.

La �gure 4.16 montre l'incertitude sur k quand x1 varie. On observe ici quatre
con�gurations d�eg�en�er�ees. Elles surviennent lorsque le point P1 est align�e successi-
vement avec P2 et P5, P2 et P4, P5 et P3, P4 et P3.
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Fig. 4.15 - Disposition des points utilis�es pour les caculs d'incertitude

On peut aussi observer sur les �gures 4.17 et 4.18 que l'incertitude sur le birap-
port varie de mani�ere quadratique par rapport au birapport, d�es que celui-ci est en
dehors de l'intervalle [0; 2].

En conclusion, cette �etude th�eorique nous a permis d'identi�er les con�gurations
les plus instables, en nous donnant des moyens de les �ltrer (par des contraintes sur
les distances entre les points, ou les angles form�es par les points). Nous disposons
aussi, grâce au calcul de la fonction de r�epartition du birapport, d'une mesure a
priori du pouvoir discriminant d'un invariant, ainsi que d'une mesure de similarit�e
entre deux invariants. En�n, nous avons �a notre disposition des fonctions approxi-
mant l'incertitude obtenue sur un birapport en fonction des coordonn�ees des points
utilis�es pour le calcul du birapport et des incertitudes sur ces coordonn�ees.
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Fig. 4.16 - Incertitude relative unitaire (pour dx = dy = 1) sur le birapport de 5
points coplanaires en fonction de x1 pour y1=4 , x2=1 , y2=1 , x3=10 , y3=1 ,
x4=10 , y4=10 , x5=1 , y5 = 10.
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Fig. 4.17 - Incertitude sur le birapport de 5 points coplanaires en fonction du
birapport pour y1=4 , x2=1 , y2=1 , x3=10 , y3=1 , x4= 10 , y4=10 ,
x5=1 , y5=10 et x1 variant, et pour dx = dy = 0:1.
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Fig. 4.18 - Incertitude relative unitaire sur k en fonction de k pour y1=4 , x2=1
, y2=1 , x3=10 , y3=1 , x4=10 , y4=10 , x5=1 , y5=10 et x1 variant
.
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4.4 Les invariants de cinq points coplanaires

Etant donn�es cinq points non trois �a trois align�es de IP 2, il existe deux invariants
projectifs ind�ependants de ces cinq points, comme nous l'avons vu au paragraphe
1.4.1. Nous proposons dans ce paragraphe di��erents moyens de calcul d'un couple
d'invariants projectifs ind�ependants.

4.4.1 Invariants de cinq points ordonn�es

Si on dispose de cinq points ordonn�es P1; P2; P3; P4; P5, on peut choisir comme
invariants associ�es au quintuplet les coordonn�ees projectives de P5 par rapport aux
points P1; P2; P3; P4.

4.4.2 Invariants de cinq points non ordonn�es

Dans le cas qui nous pr�eoccupe, on recherche �a comparer des ensembles de cinq
points et non des quintuplets. L'invariant projectif le plus simple calculable �a partir
de cinq points est le birapport d'un des faisceaux de droites d�e�nis par ces cinq
points. (voir �gure 4.11). Il y a cinq fa�cons de choisir le point sommet du faisceau ;
le point choisi, il reste 4! fa�con de choisir l'ordre des quatre droites du faisceau.
Il y a donc a priori 120 birapports calculables �a partir de cinq points coplanaires
donn�es, dont 2 seulement sont ind�ependants. Vouloir les comparer tous serait tr�es
coûteux. On cherche donc des invariants pouvant se calculer ind�ependamment de
l'ordre des points.

Invariants d'un faisceau de droites non ordonn�ees

Etant donn�e un faisceau de quatre droites, les 4! possibilit�es pour choisir l'ordre
des droites ne g�en�erent en fait que six valeurs de birapport di��erentes. Si [l1; l2; l3; l4] =
k alors le birapport d'une permutation quelconque de l1; l2; l3; l4 est l'une des six
valeurs :

k 1 � k 1 �
1

k
1

k
1

1�k

k

k � 1
(4.14)

Ceci nous permet de construire un invariant projectif ind�ependant de l'ordre
des droites du faisceau :

{ Une premi�ere solution est de calculer une fonction sym�etrique de ces six
valeurs. Les plus �el�ementaires sont la somme, qui prend la valeur constante 0
et le produit, qui prend la valeur constante 1. On peut donc utiliser la somme
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Fig. 4.19 - Deux fonctions ind�ependantes de l'ordre des droites d'un faisceau.
La courbe inf�erieure correspond �a la fonction propos�ee par Maybank. La courbe
sup�erieure correspond �a la somme des carr�es des 6 valeurs.

du carr�e des valeurs :

k2 +
1

k2
+ (1� k)2 +

1

(1 � k)2
+
�
1�

1

k

�2
+

 
k

k � 1

!2

(4:15)

ou la fonction rationnelle donn�ee par Maybank [May 91] :

j(k) =
(k2 � k + 1)3

k2(k � 1)2
(4:16)

j(k) prend la même valeur pour toutes les fonctions de k donn�ees en 4.14 et
j(k) = j(k0) implique que k0 est l'une de ces six fonctions de k.

Les fonctions sym�etriques 4.15 et 4.16 sont en fait tr�es proches (voir �gure
4.19). On peut aussi utiliser les fonctions sym�etriques propos�ees par Lenz et
Meer [Len 92].

{ Une deuxi�eme solution s'appuie sur la remarque suivante : les di��erentes va-
leurs k; 1� k; : : : occupent des intervalles disjoints qui forment une partition
de IR, comme le montre la �gure 4.20.

On peut ainsi ramener la valeur calcul�ee dans un intervalle �x�e : on prend
comme invariant celle parmi les six valeurs qui appartient �a l'intervalle voulu.
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Fig. 4.20 - Les six valeurs du birapport occupent des intervalles �xes formant une
partition de IR

Ceci revient �a modi�er l'ordre des droites du faisceau pour faire le calcul du
birapport.

Par exemple supposons qu'on choisisse de se ramener �a l'intervalle [0; 1
2
]. Si

la valeur k du birapport du faisceau appartient �a l'intervalle [2;1], on prend
comme invariant 1

k
. Si k appartient �a [12; 1], on prend comme invariant 1� k,

et ainsi de suite.

On peut donc associer �a un faisceau de quatre droites un invariant projectif
ind�ependant de l'ordre des droites. Cependant �a partir de cinq points, il reste cinq
possibilit�es pour choisir le point sommet du faisceau. On dispose donc de cinq
invariants a1; a2; a3; a4; a5 dont deux seulement sont ind�ependants.

G�en�eration de 2 invariants ind�ependants �a partir de 5 invariants

Deux possibilit�es sont envisageables pour g�en�erer deux invariants ind�ependants
�a partir des cinq invariants a1; a2; a3; a4; a5 :

{ On peut choisir deux invariants distincts parmi les cinq, par exemple le mi-
nimum et le maximum des cinq valeurs, ou les deux valeurs maximales. Ce-
pendant, on ne tient alors pas compte des trois autres valeurs calcul�ees.

{ Les polynômes sym�etriques de premier et de deuxi�eme ordre en les cinq in-
variants fournissent deux invariants prenant en compte les cinq valeurs :

I1 =
5X

i=1

ai

I2 =
X
i6=j

aiaj

Il y a une relation bijective entre le couple (I1; I2) et les cinq valeurs a1; a2; a3; a4; a5.

En r�esum�e, chaque groupe de cinq points non trois �a trois align�es peut être
caract�eris�e par deux invariants projectifs ind�ependants de l'ordre des cinq points.
On dispose de plusieurs choix pour calculer ces invariants.
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4.4.3 Invariants de cinq points : cas de la conservation de l'enveloppe
convexe

On peut proposer une derni�ere caract�erisation projective si on fait l'hypoth�ese de
conservation de l'enveloppe convexe : les points de l'enveloppe convexe d'un groupe
mod�ele se projettent sur les points de l'enveloppe convexe du groupe image. Cette
hypoth�ese est valide dans la plupart des cas r�eels.

On suppose aussi que l'enveloppe convexe peut être orient�ee, et que cette orien-
tation est conserv�ee entre la sc�ene et les images. On suppose donc que les cinq
points sont toujours observ�es depuis le \même côt�e" du plan les contenant. Cette
hypoth�ese n'est pas toujours v�eri��ee pour des objets plans et il existe des poly�edres
simples pour lesquels les points peuvent être visibles depuis chaque côt�e du plan
(voir l'exemple d'une pyramide de base pentagonale sur la �gure 4.21).

P1

P2

P3

P4

P5

P1

P2

P3

P4

P5

Fig. 4.21 - Les points P1 P2 P3 P4 P5 peuvent être visibles depuis les deux côt�es
du plan les contenant.

Un groupe de cinq points est alors caract�eris�e par trois invariants : un premier
invariant entier est le nombre de points de l'enveloppe convexe du groupe de cinq
points (3, 4 ou 5).

On se donne tout d'abord un sens de parcours (arbitraire) de l'enveloppe convexe.
Suivant le nombre de points de l'enveloppe convexe, les invariants projectifs sont
calcul�es comme suit (voir �gure 4.22) :

3 points
On num�erote les points : P4 et P5 sont les points int�erieurs �a l'enveloppe
convexe. P1 est le point isol�e par rapport �a la droite (P4; P5). P2 et P3 sont
les points de l'enveloppe convexe tels que P1; P2; P3 soit l'enveloppe convexe
orient�ee. P4 et P5 sont distingu�es par les angles �4 et �5, tels que �4 � �5,
c'est-�a-dire de sorte �a conserver l'ordre des droites du faisceau issu de P1. Les
deux invariants choisis sont alors :

k1 = [P1;P2; P3; P4; P5]

k2 = [P2;P3; P4; P5; P1]

4 points
On num�erote les points : P5 est le point int�erieur. On d�e�nit P1; P2; P3; P4,



4.4. Les invariants de cinq points coplanaires 95

P1

P2

P3

α4

α5

P4

P5

P1

P2

P3

P4

P5

P2

P1

P3

P4

P5

sens de parcours de l’enveloppe convexe

Fig. 4.22 - Num�erotation des points dans les trois cas de �gure : enveloppe convexe
�a 3, 4 ou 5 points

comme la permutation circulaire de l'enveloppe convexe orient�ee g�en�erant la
valeur maximum du birapport k1 = [P1;P2; P3; P4; P5]. Les deux invariants
projectifs sont alors :

k1 = [P1;P2; P3; P4; P5]

k2 = [P2;P3; P4; P1; P5]

5 points
On num�erote les points : on d�e�nit P1; P2; P3; P4; P5, comme la permutation
circulaire de l'enveloppe convexe orient�ee g�en�erant la valeur maximum du
birapport k1 = [P1;P2; P3; P4; P5] Les deux invariants projectifs sont alors :

k1 = [P1;P2; P3; P4; P5]

k2 = [P2;P3; P4; P5; P1]

On peut remarquer que [P1;P2; P3; P4; P5] = [P1;P5; P4; P3; P2]. La restriction
concernant l'orientation de l'enveloppe convexe peut donc être lev�ee pour les con�-
gurations dont l'enveloppe convexe comprend quatre ou cinq points : on obtiendra
les mêmes invariants quelque soit le demi espace depuis lequel on visualise les cinq
points. Cette restriction doit être conserv�ee pour les con�gurations dont l'enve-
loppe convexe comprend trois points, mais les cas r�eels o�u de telles con�gurations
peuvent être visibles depuis les deux demi espaces concernent essentiellement les
objets plans ou transparents.

En conclusion, les hypoth�eses utilis�ees pour le calcul de ce dernier type d'inva-
riant sont valides en pratique et elles nous permettent, comme dans [Rao 92], de
diminuer la combinatoire li�ee au non ordonnancement des points.
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4.5 Simulations

4.5.1 Donn�ees utilis�ees pour les test

Fig. 4.23 - Les deux images utilis�ees pour les tests : on peut voir dans l'image 1
(�a gauche) l'un des 12 quintuplets s�electionn�es comme mod�eles et dans l'image 2
(�a droite), un groupe s�electionn�e comme candidat pour ce mod�ele.

Quanti�er la qualit�e des invariants ne peut se faire que pour :

{ une base de mod�eles donn�ee,

{ une incertitude donn�ee sur les coordonn�ees des points de l'image,

{ une image donn�ee, c'est �a dire une transformation projective donn�ee.

Nous utilisons donc la con�guration de test suivante.

Nous construisons deux images (voir �gure 4.23). L'image 1 est de taille 512 �
512 pixel et elle contient 50 points, r�epartis al�eatoirement selon une distribution
uniforme. On impose une distance sup�erieure �a 40 pixels entre les coordonn�ees de
chaque paire de points.

L'image 2 est g�en�er�ee en appliquant une transformation homographique �a l'image 1,
puis en rajoutant sur chaque point une erreur al�eatoire gaussienne de moyenne
nulle. Les points de l'image 2 sont en�n discr�etis�es au plus proche voisin.

Nous construisons notre base de mod�eles �a partir de l'image 1, en s�electionnant
des con�gurations qui v�eri�ent une contrainte de non alignement :

sin( dPiPjPk) > 0:3 8 i 6= j 6= k 2 [1::5]
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Ceci nous permet d'�eviter de prendre comme mod�eles des con�gurations trop in-
stables, comme l'a montr�e l'�etude th�eorique. Nous trouvons ainsi 12 con�gurations
qui forment notre base de mod�eles. Les invariants projectifs caract�erisant ces 12
con�gurations sont calcul�es et ces derni�eres sont stock�ees dans une table index�ee
par les invariants.

Nous recherchons ensuite dans l'image 2 les groupes de cinq points susceptibles
d'être les transform�es d'un groupe mod�ele. Pour cela, nous consid�erons tous les
groupes de cinq points de l'image 2 (ils sont 1.500.000) et nous calculons les in-
variants projectifs associ�es �a chaque groupe, ainsi que la marge d'erreur sur ces
invariants. Nous cherchons alors dans la table s'il existe un mod�ele caract�eris�e par
des invariants similaires, c'est �a dire dont la valeur est compatible avec la marge
d'erreur. Si c'est le cas, le groupe de l'image 2 est retenu comme candidat pour le
groupe mod�ele.

Pour chaque groupe mod�ele, la qualit�e de la reconnaissance est d�etermin�ee,
d'une part par la s�election ou le rejet du v�eritable candidat (correspondant au
projet�e du mod�ele), et d'autre part par le taux de discrimination, c'est �a dire le
rapport entre le nombre total de groupes consid�er�es dans l'image 2 et le nombre de
faux candidats retenus.

4.5.2 Comparaison de la stabilit�e

Le taux de discrimination d�epend de plusieurs facteurs. Les premiers sont les
qualit�es intrins�eques des invariants : leur stabilit�e et leur densit�e de probabilit�e.

Si une con�guration est caract�eris�ee par un invariant instable, la con�guration
constituant le vrai candidat sera caract�eris�ee par un invariant d'une valeur �eloi-
gn�ee. Dans le meilleur des cas, toutes les con�gurations dont les invariants sont
plus proches de ceux du mod�ele seront des faux candidats. Le nombre de ces faux
candidats d�epend de la densit�e de probabilit�e de l'invariant autour de la valeur
associ�ee au groupe mod�ele. Un invariant tr�es instable mais avec une densit�e tr�es
faible, peut donner le même nombre de faux candidats qu'un invariant tr�es stable
mais d'une valeur correspondant �a une forte densit�e.

Le troisi�eme facteur qui intervient dans le taux de discrimination est l'�evaluation
de la tol�erance sur l'invariant. Si elle est sous-estim�ee, le vrai candidat risque d'être
rejet�e. Si elle est sur-estim�ee, un nombre super
u de faux candidats sera retenu.

Pour pouvoir comparer la qualit�e des invariants ind�ependamment d'un choix
pour l'�evaluation de la tol�erance, avons fait l'exp�erimentation suivante.

Nous nous pla�cons dans l'espace des invariants. Comme chaque con�guration
de cinq points est caract�eris�ee par deux invariants, cet espace est un plan. L'axe
horizontal correspond au premier invariant k et l'axe vertical au deuxi�eme invariant
l. Un point P (x; y) de cet espace repr�esente une con�guration caract�eris�ee par les
invariants k = x et l = y. Pour chacune des 12 con�gurations mod�eles de l'image 1,
nous avons calcul�e les invariants qui lui sont associ�es, ainsi que ceux associ�es �a son
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Fig. 4.24 - Visualisation des qualit�es de s�eparation et de discrimination dans
l'espace des invariants

projet�e dans l'image 2 (le vrai candidat).

Nous tra�cons dans l'espace des invariants le point correspondant au mod�ele,
P1(x1; y1) et le point correspondant au vrai candidat P2(x2; y2). Soit l'ellipse de
centre P1, contenant P2 et admettant (P1P2) pour diagonale, c'est �a dire :

axe horizontal

axe vertical
=
jx2 � x1j

jy2 � y1j

Cette ellipse peut être consid�er�ee comme un intervalle d'erreur \id�eal", c'est �a
dire comme le plus petit intervalle d'erreur centr�e sur le mod�ele contenant le vrai
candidat.

Nous avons trac�e ces intervalles d'erreur pour les di��erentes paires d'invariants
propos�es dans le paragraphe 4.4. Ceci nous permet de comparer sur les mêmes
donn�ees la stabilit�e des di��erents invariants projectifs, ainsi que leur pouvoir s�epa-
rateur. En e�et la proximit�e ou l'intersection de deux intervalles d'erreur signi�e
que les invariants utilis�es ne permettent pas de distinguer les deux mod�eles.

Les r�esultats sont montr�es sur les �gures 4.25 �a 4.32. Pour chaque type d'inva-
riant la �gure de gauche pr�esente le r�esultat obtenu sans ajout de bruit : les erreurs
sont dues uniquement �a la discr�etisation. Dans la �gure de droite, un bruit gaussien
de moyenne nulle et d'�ecart type 1 pixel a �et�e appliqu�e aux points de l'image 2
avant la discr�etisation. Ces r�esultats mettent en �evidence la fragilit�e engendr�ee par
l'utilisation des fonctions et des polynômes sym�etriques. En e�et, ces derniers op�e-
rent un moyennage sur les valeurs des invariants, ce qui a pour e�et d'augmenter
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la densit�e de probabilit�e autour de chaque valeur, alors que les incertitudes sont
cumul�ees. On obtient donc une mauvaise s�eparation des mod�eles, ainsi qu'une tr�es
grande sensibilit�e au bruit de mesure. Par contre les invariants utilisant la conser-
vation de l'enveloppe convexe aboutissent �a une bonne s�eparation des di��erents
mod�eles, et sont relativement stables.
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Fig. 4.25 - invariants de cinq points ordonn�es : deux birapports

Fig. 4.26 - invariants calcul�es en utilisant la fonction de sym�etrisation puis les
polynômes sym�etriques
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Fig. 4.27 - invariants calcul�es en utilisant la fonction sym�etrique puis minimum
et maximum des 5 valeurs

Fig. 4.28 - invariants calcul�es en utilisant la fonction sym�etrique puis les deux
plus grandes des 5 valeurs
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Fig. 4.29 - invariants calcul�es en reportant les birapport dans l'intervalle [0,1/2]
puis en utilisant les polynômes sym�etriques

Fig. 4.30 - invariants calcul�es en reportant les birapport dans l'intervalle [0; 1=2]
puis en prenant le minimum et le maximum des cinq valeurs
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Fig. 4.31 - invariants calcul�es en reportant les birapport dans l'intervalle [0; 1=2]
puis prenant les deux plus grandes des 5 valeurs

Fig. 4.32 - invariants calcul�es en supposant qu'il y a conservation de l'enveloppe
convexe
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DONNEES RESULTATS
no invariants utilis�es bruit tol. trouv. faux cand. fact. discr.

1 dans [0,1/2] min et max discr. 3,5 % 9 50.000 < 30
2 convexes 2 premiers discr. 7 % 12 5.500 < 300
3 convexes 5 discr. 8 % 12 1.000 1.500
4 convexes 5 discr. tol1 12 1.000 1.500
5 convexes 5 discr. tol2 12 400 5.000
6 discr. + 0.5 12 1.000 1.500
7 discr. + 1 12 1.800 800

Tab. 4.1 - Taux de discrimination

4.5.3 Comparaison des performances

Dans ce paragraphe, nous pr�esentons les performances obtenues lors des tests
de reconnaissance, tels qu'ils ont �et�e d�ecrits plus haut.

Des premiers essais ont �et�e e�ectu�es, sans bruiter les donn�ees (seules les erreurs
d'arrondi interviennent). Comme attendu, les r�esultats obtenus sont parfaits : le
vrai candidat de chaque con�guration mod�ele est reconnu, et aucun faux candidat
n'est s�electionn�e.

Dans les tests suivants les points de l'image 2 sont bruit�es. Le tableau 4.1
pr�esente pour chaque test e�ectu�e les donn�ees du test : les invariants utilis�es, le bruit
rajout�e sur les points (soit uniquement le bruit de discr�etisation, soit discr�etisation
ainsi que bruit gaussien d'amplitude exprim�ee en pixels), et la tol�erance accept�ee
sur les invariants. Les r�esultats de chaque test sont pr�esent�es en donnant le nombre
de vrais candidats s�electionn�es sur l'ensemble des 12 mod�eles, le nombre moyen de
faux candidats par mod�ele, et en�n le taux de discrimination moyen par mod�ele,
c'est �a dire :

taux discr: =
1

12

i=12X
i=1

nombre total de candidats

nombre de faux candidats pour le modele i

=
1:500:000

12

i=12X
i=1

1

nombre de faux candidats pour le modele i

Ce taux de discrimination repr�esente le nombre moyen de con�gurations rejet�ees
pour une con�guration retenue. Il donne donc une �evaluation des capacit�es de
�ltrage des invariants.

Dans un premier temps, seule l'erreur de discr�etisation est appliqu�ee sur l'image 2,
et la tol�erance sur les invariants est �x�ee en pourcentage de la valeur des invariants.
Ce pourcentage est ajust�e a priori : on calcule pour chaque mod�ele les invariants
associ�es au vrai candidat, et on choisit la tol�erance minimum telle que tous les
vrais candidats soient s�electionn�es au moment de la reconnaissance. Ce calcul n'est
bien sûr pas possible dans un cas r�eel, puisqu'on ne connâ�t justement pas les vrais
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candidats! Cependant, ceci permet d'�evaluer les performances dans le meilleur des
cas, c'est-�a-dire pour un nombre minimum de faux candidats.

Les r�esultats obtenus avec les invariants autres que ceux utilisant la convexit�e
con�rment ce que nous avons vu au paragraphe pr�ec�edent : les invariants sont tr�es
instables et même avec des tol�erances tr�es larges sur les invariants, tous les vrais
candidats ne sont pas retenus. Nous donnons pour comparaison le r�esultat pour
les deux invariants obtenus en ramenant les birapports de faisceau dans l'intervalle
[0; 1=2], puis en prenant le minimum et la maximum des cinq valeurs (test 1). Tous
les autres tests pr�esent�es ont �et�e e�ectu�es avec les invariants utilisant l'hypoth�ese
de la conservation de l'enveloppe convexe.

Les tests 2 et 3 montrent les r�esultats obtenus en utilisant soit deux invariants
projectifs ind�ependants, soit cinq invariants redondants. Les cinq invariants sont les
invariants projectifs de faisceaux, obtenus en prenant successivement chaque point
comme sommet. En th�eorie, les cinq invariants ne rajoutent rien �a la caract�erisation,
puisque seulement deux d'entre eux sont ind�ependants. Cependant, en pr�esence des
erreurs, les performances obtenues avec cinq invariants sont nettement meilleures
qu'avec deux invariants.

Dans le test 4, la tol�erance n'est plus �x�ee a priori. Comme dans un cas r�eel,
elle a �et�e estim�ee automatiquement : pour chaque con�guration de l'image 2, une
tol�erance sur les invariants associ�es �a cette con�guration est calcul�ee en utilisant
l'approximation di��erentielle donn�ee au paragraphe 4.3.2. On recherche ensuite
parmi les mod�eles une con�guration dont les invariants appartiennent �a l'intervalle
de tol�erance, c'est-�a-dire v�eri�ant la condition suivante :

jinvariantcandidat�invariantmodelej <

vuut 5X
i=1

 
@k

@xi

!2

+

 
@k

@yi

!2

dxi o�u dxi = 0:5

L'incertitude de 0.5 pixels sur les coordonn�ees des points est une �evaluation de
l'incertitude g�en�er�ee par la discr�etisation au plus proche voisin.

On aboutit �a des performances similaires �a celles obtenues avec une tol�erance
�xe, mais qui doit être ajust�ee �a la main. Ceci valide notre approximation de
l'incertitude.

Le test 5 utilise un ra�nement de la tol�erance : la tol�erance sur chaque invariant
est plus large, mais on impose un seuil sur la moyenne des tol�erances calcul�ees sur
les cinq invariants :

jinvariantcandidat� invariantmodelej <

vuut 5X
i=1

 
@k

@xi

!2
+

 
@k

@yi

!2

dxi

o�u dxi = 0:75 + amplitude du bruit et

Moyenne

 
jinvariantcandidat � invariantmodelej

jinvariantmodelej

!
< S% o�u S est ajust�e
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Les tests 6 et 7 montrent l'e�et d'un bruit de mesure gaussien de moyenne nulle
et d'�ecart type 0.5 pixel puis 1 pixel. Le taux de discrimination d�ecrô�t rapidement,
montrant la sensibilit�e des invariants aux bruits de mesure.

4.6 Conclusion

L'objectif de ce chapitre �etait l'�etude de la stabilit�e des invariants projectifs en
pr�esence de bruit dans les images, ainsi que l'�evaluation de leur potentiel comme
indices de reconnaissance.

Dans une premi�ere approche th�eorique sur le birapport, nous d�erivons la densit�e
de probabilit�e et la fonction de r�epartition du birapport de quatre points align�es. Ce
r�esultat nous permet d'�evaluer le pouvoir discriminant d'un birapport en fonction
de sa valeur. On observe que les birapports de valeur proche de 0 ou 1 ont une forte
probabilit�e, et sont donc a priori moins discriminants. Ces valeurs correspondent
aux valeurs dites d�eg�en�er�ees (points confondus dans le cas de quatre points align�es
ou points align�es dans le cas de cinq points coplanaires) ; elles peuvent être �ltr�ees
en imposant des contraintes sur la distance et l'alignement des points. Par ailleurs,
nous proposons une mesure de similarit�e entre birapports, bas�ee sur la fonction
de r�epartition, qui remplace avantageusement la distance euclidienne, mesure mal
adapt�ee pour une notion projective telle que le birapport.

Nous calculons ensuite par di��erentiation une approximation de l'incertitude sur
le birapport en pr�esence d'une incertitude sur les points. La valeur du birapport
elle-même ne su�t pas pour d�eterminer son incertitude. Mais si nous connaissons
les coordonn�ees des points utilis�es pour le calcul du birapport, ainsi que les in-
certitudes sur ces coordonn�ees, nous pouvons �evaluer l'incertitude sur le birapport
de quatre points align�es ou de cinq points coplanaires. On observe cependant que
l'incertitude sur le birapport varie en fonction du birapport de mani�ere lin�eaire
pour les petites valeurs (k 2 [0; 2]) et de mani�ere quadratique pour les grandes
valeurs. Les con�gurations engendrant de grandes valeurs pour le birapport sont
donc �egalement �a �eviter. Ce sont d'ailleurs aussi les con�gurations d�eg�en�er�ees.

Nous consid�erons ensuite les con�gurations de cinq points coplanaires et nous
proposons di��erents types d'invariants projectifs caract�erisant ces con�gurations et
ind�ependants de l'ordre des points. En particulier, sous l'hypoth�ese de conservation
de l'enveloppe convexe, on peut identi�er les points et se ramener au cas o�u les
points sont ordonn�es.

Les tests e�ectu�es avec ces di��erents invariants montrent que l'utilisation de
fonctions sym�etriques conduit �a une mauvaise s�eparation des di��erentes con�gu-
rations et donc �a un faible taux de discrimination. L'ordonnancement des points,
en supposant la conservation de l'enveloppe convexe, par exemple, est donc un
pr�ealable n�ecessaire pour l'utilisation des invariants projectifs. Le calcul de l'in-
certitude sur le birapport s'av�ere e�cace pour estimer la tol�erance �a accepter sur
chaque invariant : il donne des r�esultats similaires �a ceux obtenus avec une tol�e-
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rance �xe, optimis�ee a posteriori. Un autre r�esultat int�eressant est que l'utilisation
d'un nombre redondant d'invariants, même si elle n'apporte en th�eorie aucune
caract�erisation suppl�ementaire, aboutit en pratique �a une nette am�elioration des
performances. Par contre les performances se d�egradent rapidement d�es lors qu'on
augmente l'amplitude du bruit sur les coordonn�ees des points.

Cette �etude montre donc que les invariants projectifs permettent un important
�ltrage. La s�election des candidats pourrait encore être am�elior�ee en consid�erant
la compatibilit�e des points mis en correspondance par chaque association entre
une con�guration mod�ele et une con�guration candidate. Meer [Mee 92] propose
un algorithme pour prendre en compte cette information, avec une combinatoire
raisonnable. Cependant, les invariants projectifs ne semblent pas pouvoir être uti-
lis�es comme seuls indices de reconnaissance. Ils se pr�esentent plutôt comme une
caract�erisation compl�ementaire, associ�ee �a d'autres caract�erisations, topologiques
par exemple. Les recherches envisag�ee dans l'�equipes s'orientent donc vers une co-
op�eration de ces deux types de caract�erisation, regroupant les travaux de H. Sossa
[Sos 92a] sur la caract�erisation par des invariants topologiques et les �etudes men�ees
sur les invariants a�nes et les invariants projectifs tridimensionnels par P. Gros et
L. Quan [Gro 92] ainsi que les conclusions de notre propre �etude.





Conclusion

Dans cette th�ese, nous avons �etudi�e les possibilit�es o�ertes par l'utilisation de
la g�eom�etrie projective et de ses invariants, pour le positionnement et la reconnais-
sance en vision par ordinateur.

Nous avons d'abord montr�e le lien existant entre les transformations projectives
de l'espace dans le plan et les mod�eles de projection utilis�es pour approximer la
transformation de l'espace dans le plan e�ectu�ee par une cam�era. Nous montrons
qu'une transformation projective non d�eg�en�er�ee de l'espace dans le plan est soit une
projection perspective, soit une projection parall�ele, soit la composition d'une pro-
jection orthogonale de l'espace dans le plan suivie d'une transformation projective
plane (homographie).

Les propri�et�es de la g�eom�etrie projectives et en particulier ses invariants peuvent
être appliqu�ees au positionnement relatif. Nous avons montr�e que des probl�emes
fondamentaux de la vision arti�cielle tels que

{ comment r�etroprojeter un point image?

{ comment projeter un point de l'espace?

{ comment d�eterminer la g�eom�etrie �epipolaire?

peuvent être r�esolus par des constructions g�eom�etriques directes en utilisant uni-
quement des propri�et�es de la g�eom�etrie projective.

Cette m�ethode de positionnement relatif a plusieurs avantages:

{ Un �etalonnage num�erique explicite, souvent coûteux, est ici �evit�e ; seuls des
points de r�ef�erence sont n�ecessaires.

109
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{ La m�ethode n'implique que des calculs simples, presque toujours le calcul
arithm�etique de birapports.

{ La m�ethode fournit les même possibilit�es que l'�etalonnage traditionnel, et
parfois plus, par exemple des inf�erences g�eom�etriques �a partir des donn�ees de
r�ef�erence partielles.

{ On utilise uniquement des propri�et�es des invariants projectifs purs.

{ La m�ethode permet une appr�eciation intuitive du processus d'�etalonnage ; les
ph�enom�enes d'instabilit�e peuvent être facilement isol�es, nous donnant ainsi
des cl�es pour l'�elaboration de m�ethodes plus robustes et plus stables.

De plus nous avons montr�e par une �etude comparative que la pr�ecision du po-
sitionnement relatif �etait comparable �a celle obtenue avec une cam�era �etalonn�ee.
Dans le cas ou la position des cam�eras n'est connue qu'approximativement, une
m�ethode employant partiellement les invariants projectifs est moins sensible aux
erreurs. Notre �etude dans un cas simple a abouti aux conclusions suivantes. Les
m�ethodes g�eom�etriques sont limit�ees par la pr�esence de con�gurations d�eg�en�er�ees :
pour certaines positions de la cam�era (qui induisent, par exemple, des alignements
entre les points de r�ef�erence et le centre de projection), les m�ethodes g�eom�etriques
ne sont pas utilisables. Par contre, en dehors de ces con�gurations, la pr�ecision
obtenue avec la m�ethode g�eom�etrique correspond �a une pr�ecision sur l'orientation
des lignes de vue inf�erieure �a 0.2 degr�es, c'est �a dire une pr�ecision sur l'orientation
de la cam�era inf�erieure �a 0.2 degr�es (ceci sans tenir compte des erreurs d'�etalonnage
sur les param�etres intrins�eques).

Ce travail a �et�e pr�ecurseur dans l'exploration du positionnement relatif �a l'aide
des propri�et�es de la g�eom�etrie projective et il a �et�e suivi de plusieurs travaux qui
ont permis de g�en�eraliser cette m�ethode. Dans notre �equipe, en particulier, a �et�e
d�evelopp�ee tout r�ecemment une m�ethode de positionnement relatif robuste �a partir
d'une s�equence d'images. L'appariement des points dans les images, �etape que nous
avons suppos�ee r�esolue dans notre travail, est e�ectu�ee de mani�ere automatique,
par un suivi des points et �a l'aide, encore une fois, de la g�eom�etrie projective pour la
d�etermination de la g�eom�etrie �epipolaire. De plus, un nombre de points de r�ef�erence
redondant peut être pris en compte.

Des m�ethodes similaires ont �et�e d�evelopp�ees ind�ependamment par Faugeras et
Maybank [Fau 92c] [May 92] et Hartley [Har 92b] [Har 92a].

La deuxi�emepartie de notre travail concerne la stabilit�e des invariants projectifs.
Nous donnons des r�esultats th�eoriques, en particulier l'expression analytique de la
fonction de probabilit�e du birapport de quatre points. Nous proposons une mesure
de similarit�e pour les birapports, ainsi qu'une �evaluation a priori de l'incertitude
sur les birapports de quatre points align�es ou de cinq points coplanaires, �etant
donn�ees des coordonn�ees des points et les incertitudes sur ces coordonn�ees. Nous
identi�ons aussi les con�gurations les plus instables et les moins discriminantes et
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nous donnons des moyens pour �ltrer ces con�gurations.

Nous proposons ensuite di��erents invariants de cinq points coplanaires, tenant
compte du fait que les points ne peuvent souvent pas être ordonn�es.

Les tests e�ectu�es sur des donn�ees simul�ees et bruit�ees montrent les perfor-
mances de ces invariants dans un processus de reconnaissance. Nous en d�eduisons
aussi des cons�equences pratiques sur le choix des invariants : des invariants utilisant
des fonctions sym�etriques m�enent �a une mauvaise s�eparation des con�gurations mo-
d�eles et sont �a �eviter. La redondance des invariants, par contre, apporte en pratique
de meilleures performances.

Cette �etude est assez g�en�erale pour que ses r�esultats puissent être utilis�es pour
toute m�ethode utilisant des invariants projectifs s'exprimant �a l'aide de birapports.
Elle donne aussi des indications sur les aspects m�ethodologiques concernant un
processus de reconnaissance �a l'aide des invariants projectifs.

En conclusion, les approches utilisant les invariants projectifs pour le position-
nement relatif et pour la reconnaissance se multiplient. Elles se pr�esentent comme
une alternative lorsque les techniques classiques utilisant l'�etalonnage ne peuvent
pas être employ�ees. Si les mod�eles de projection plus simples (projection parall�ele
ou projection orthogonale) sont valides, on dispose aussi des invariants a�nes ou
euclidiens, moins g�en�eraux mais plus robustes. Lorsque ces mod�eles ne sont plus
assez pr�ecis et que la projection perspective doit être consid�er�ee, les invariants
projectifs restent les seules caract�eristiques g�eom�etriques utilisables.

Dans le cas de cam�eras mobiles, ce type d'approche semble particuli�erement
int�eressant : on peut montrer que dans le cas o�u les param�etres intrins�eques des ca-
m�eras restent �x�es, on aboutit �a une repr�esentation euclidienne de la sc�ene observ�ee
[May 92] . Dans le cas contraire (utilisation de plusieurs cam�eras, cam�era subissant
des mises au points: : : ), seule une repr�esentation projective peut être d�etermin�ee.
Pour pouvoir l'appliquer �a la robotique mobile, il faudrait employer une description
projective des commandes de d�eplacement des robots. Peut-on envisager que des
robots se d�eplacent un jour dans des espaces projectifs?





Annexe A

Transformations projectives et

projections : d�emonstration

Nous allons d�emontrer le th�eor�eme 1 que nous avons �enonc�e au paragraphe
1.3.3.

Une transformation projective de IP 3 dans IP 2 est d�ecrite par une matrice 3�4
d�e�nie �a un facteur multiplicatif pr�es. Nous commen�cons par �etablir la forme des
matrices associ�ees aux projections perspectives et aux projections parall�eles de
l'espace dans le plan. Une matrice de projection d�ecrit les coordonn�ees d'un point
image m dans le rep�ere image Ri par rapport aux coordonn�ees du point sc�ene M
correspondant dans un rep�ere sc�ene Rs. Ces deux rep�eres sont d�e�nis comme suit :

{ Rs = (O; ~U; ~V ; ~W ) est un rep�ere euclidien quelconque,

{ Ri = (o; ~u;~v) est un rep�ere a�ne quelconque du plan image. On note � =d(~u;~v) l'angle orient�e entre les deux vecteur de base.

�Etant donn�e M un point de la sc�ene et m son image par une projection, les coor-
donn�ees (x; y) de m dans Ri s'expriment en fonction des coordonn�ees (X;Y;Z) de
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M dans Rs et de la matrice de projection P par la relation :

�

264 x
y
1

375
Ri

= P �

26664
X
Y
Z
1

37775
Rs

o�u � est un scalaire non nul.

A.1 Matrice de projection perspective

Soit une projection perspective de centre C sur un plan P.

u’

v’
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R’s
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VW

Rs

R’i
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M
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o
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fixe a priori
choisi pour le calcul

Fig. A.1 - Les di��erents rep�eres dans le cas de la projection perspective

On introduit pour le calcul les rep�eres interm�ediaires R0
s et R0

i (voir �gure
A.1), d�e�nis comme suit :

{ R0
s = (C; ~U 0; ~V 0; ~W 0) est le rep�ere cam�era. C'est un rep�ere euclidien d'origine

C, le centre de projection, et dont les vecteurs unitaires sont d�etermin�es par :

{ ~W 0 est orthogonal au plan image,

{ ~U 0 est parall�ele �a l'axe horizontal du plan image, ~u,

{ ~V 0 est tel que ( ~U 0; ~V 0; ~W 0) soit orthonorm�e direct.

{ R0
i = (c; ~u0; ~v0) est un rep�ere orthonorm�e du plan image. Son origine c est

la projection orthogonale de C sur le plan image. Les vecteurs unitaires du
rep�ere sont :

{ ~u0 = ~U 0
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{ ~v0 = ~V 0

La projection perspective de centre C sur le plan image P prend une forme tr�es
simple si on l'exprime dans les rep�eres R0

s et R0
i. Soit un point M de coordonn�ees

(X 0; Y 0; Z 0) dans R0
s. M a pour image le point m de coordonn�ees (x0; y0) dans R0

i.
M et m sont li�es par la matrice de projection perspective suivante :

�

264 x0

y0

1

375
R0

i

=

264 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

375�
26664
X 0

Y 0

Z 0

1

37775
R0

s

o�u � 2 IR�

Nous allons en d�eduire la forme de la matrice de projection dans les rep�eres Rs

et Ri.

La matrice de passage entre les rep�eres R0
i et Ri exprime les coordonn�ees (x; y)

d'un point m dans le rep�ereRi en fonction de ses coordonn�ees (x0; y0) dans le rep�ere
R0

i. Si (u0; v0) sont les coordonn�ees de c dans Ri, on a :

�
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d'o�u la matrice de projection perspective entre R0
s et Ri :
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On pose :

a =
1

u
b =

1

u tan�
c = �

1

v sin�

Ce changement de variables est valide car il existe une bijection entre les triplets
(a; b; c) 2 IR� � IR � IR� et les triplets (u; v; �) 2 IR� � IR��]0;�[.

Les coordonn�ees d'un point dans les deux rep�eres Rs et R0
s sont li�ees par la

relation :
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o�u R est une matrice de rotation et t = (xc; yc; zc)
t sont les coordonn�ees de C dans

Rs.
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On en d�eduit en�n la forme de la matrice de projection perspective P entre les
rep�eres Ri et Rs :

�

264 x
y
1

375
Ri

=

264 a b u0 0
0 c v0 0
0 0 1 0

375�
26664 R �R t

0 0 0 1

37775�
26664
X
Y
Z
1

37775
Rs

o�u � 2 IR�

c'est �a dire
P1 =

h
M1R �M1Rt

i
o�u

M1 =

264 a b u0
0 c v0
0 0 1

375
t = (xc; yc; zc)

On peut remarquer que a et c �etant non nuls, la matrice M1 est de rang 3. R
�etant une matrice de rotation, M1R est aussi de rang 3.

A.2 Matrice de projection orthographique

u’U’

w

W’

o

V’

v’

ym

M

m
YM

XM xm

γ

axe de projection

P

Fig. A.2 - Les di��erents rep�eres utilis�es pour la projection orthographique.

Pour �etablir la forme d'une matrice de projection orthographique, nous introdui-
sons �a nouveau des rep�eres interm�ediaires R0

s et R0
i (voir �gure A.2). Ces rep�eres
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sont d�e�nis comme suit :

{ R0
s = (o; ~U 0; ~V 0; ~W 0) est un rep�ere euclidien d'origine o, point origine de Ri

et dont les vecteurs unitaires sont d�etermin�es par :

{ ~W 0 est colin�eaire �a l'axe de projection,

{ ~U 0 est dans le plan de projection et orthogonal �a W 0,

{ ~V 0 est tel que ( ~U 0; ~V 0; ~W 0) soit orthonorm�e direct.

{ R0
i = (o; ~u0; ~v0) est un rep�ere a�ne du plan image, d'origine o. Les vecteurs

unitaires du rep�ere sont :

{ ~u0 = ~U 0

{ ~v0 est orthogonal �a ~u0 et de norme v0 = 1
sin


o�u 
 est l'angle entre la

normale au plan de projection et l'axe de projection. (voir �gure A.3)

γ

W’
w

γ

M

ym

YM

o v’

V’

u’o

v’

u

v

uα

αv

Fig. A.3 - Projections sur les plans (o;~v; ~w) et (o; ~u;~v)

La matrice de projection orthographique a la forme suivante dans les rep�eres
R0

s et R0
i :

�

264 x0

y0

1

375
R0

i

=

264 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

375�
26664
X 0

Y 0

Z 0

1

37775
R0

s

o�u � 2 IR�

On en d�eduit la forme de la matrice P2 de projection orthographique exprim�ee
dans les rep�eres Rs et Ri.
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La matrice de changement de rep�ere a�ne entre R0
i et Ri d�epend des angles

�u et �v que font les vecteurs ~u et ~v avec le vecteur ~u0, de la norme de ~u et ~v et de
l'angle 
 (voir �gure A.3).

�

264 x
y
1

375
Ri

=
1

u v cos(�u � �v)

264 sin�v v
�cos�v v
sin


0

�sin�u u � cos�u u

sin

0

0 0 1

375�
264 x0

y0

1

375
R0

i

o�u � 2 IR�

On pose

d =
sin�v

u cos(�u � �v)

e =
�cos�v

u cos(�u � �v) sin


f =
�sin�u

v cos(�u � �v)

g =
cos�u

v cos(�u � �v) sin


Le changement de rep�ere entre R0
s et Rs est comme dans le cas de la projection

perspective un d�eplacement et il s'exprime sous la même forme. On en d�eduit
l'expression de la projection orthographique dans les rep�eres Rs et Ri.

�

264 x
y
1

375
Ri

=

264 d e 0 0
f g 0 0
0 0 0 1

375�
26664 R �Rt

0 0 0 1

37775�
26664
X
Y
Z
1

37775
Rs

o�u � 2 IR�

c'est �a dire

P2 =
h
M2R N2 u

i
o�u R est une matrice de rotation de dimensions 3� 3 et o�u

M2 =

264 d e 0
f g 0
0 0 0

375

N2 =

264 d e 0 0
f g 0 0
0 0 0 1

375
u = (�Rt; 1)

On peut remarquer que quelque soit la matrice de rotation R, la matriceM2R
pr�esente une derni�ere ligne nulle.
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A.3 Matrice de transformation projective 3D-2D

Nous avons �etabli dans les paragraphes pr�ec�edents la forme des matrices de
projection perspective et orthographique. Il nous faut maintenant �etudier si toute
matrice de transformation projective se ram�ene soit �a une matrice de projection
perspective, soit �a une matrice de projection orthographique.

On se donne une matrice P de transformation projective de IP 3 dans IP 2, sup-
pos�ee de rang 3. Une matrice P de rang 2 correspond �a un cas d�eg�en�er�e : une
projection de IP 3 dans IP 1 ou de IP 3 sur une droite de IP 2 . Nous excluons donc ce
cas de �gure.

Consid�erons d'abord les trois premi�eres colonnes d'une matrice de transforma-
tion projective, qui forment une matrice A de taille 3 � 3.

A.3.1 A de rang 3

Supposons d'abord que la matrice A est de rang 3. Alors il existe une matrice
de projection perspective P1 telle que P1 = P .

Nous devons d'abord montrer qu'il existe une matrice de la forme M1 et une
matrice de rotation R telles que M1 � R = A. On peut se ramener au cas o�u la
derni�ere ligne de A est (0; 0; 1), grâce au lemme suivant :

Lemme 1 Soit A, une matrice de taille 3� 3 dont la derni�ere ligne est non nulle.
Il existe une matrice de rotation R1 et une matrice B de derni�ere ligne (0; 0; 1)
telles que B �R1 = A.

Il nous su�t donc de montrer que pour toute matrice B de derni�ere ligne �egale
�a (0; 0; 1), il existe une matrice de rotation R0 = R � R�11 et une matrice de la
formeM1 telles queM1 �R0 = B. En d�eveloppant ce produit, on obtient :

M1 �R0 =

264 a r01 + b r02 + u0 r
0
3

c r02 + v0 r
0
3

r03

375
En posant

r01 = (cos�; sin�; 0)

r02 = (�sin�; cos�; 0)

r03 = (0; 0; 1)

on obtient pour chacun des six �el�ements non nuls de B une �equation en fonction
de a, b, c, u0, v0 et �. La r�esolution de ces six �equations fournit a, b, c, u0, v0 et �
en fonction des coe�cients non nuls de B :

tan� =
b21
b22
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a = b11cos� + b12sin�

b = b12cos� � b11sin�

c =
�b21
sin�

u0 = b13

v0 = b23

Il existe donc une matrice de rotation R et une matrice de projection perspective
M1 telles que M1 �R = A.

Consid�erons �a pr�esent la derni�ere colonne de la matrice P [p14; p24; p34]
t. On

cherche � 2 IR� et t tels que �[p14; p24; p34]
t = �M1Rt. a et c �etant non nuls, la

matrice M1R est inversible. Il existe donc (xc; yc; zc) v�eri�ant cette �egalit�e pour
tout triplet [p14; p24; p34], � �etant choisi arbitrairement.

Une matrice P de dimensions 3 � 4 dont la sous-matrice A form�ee de ses trois
premi�eres colonnes est de rang 3 peut donc interpr�et�ee comme une matrice de
projection perspective.

A.3.2 A de rang 2

Supposons maintenant que la matrice A est de rang 2.

A de derni�ere ligne nulle

Supposons que la derni�ere ligne de A est nulle. Alors il existe une matrice de
projection orthographiqueM2 et une matrice de rotation R telles queM2�R = A.
Pour le d�emontrer nous utilisons le lemme suivant :

Lemme 2 Soit A, une matrice 3� 3 de rang 2. Il existe une matrice de rotation
R1 et une matrice B de derni�ere colonne nulle telles que A�R1 = B.

La d�emonstration de ce lemme est donn�ee plus loin.

A ayant une derni�ere ligne nulle, A � R1 a aussi une derni�ere ligne nulle. B
est donc une matrice de derni�ere ligne et de derni�ere colonne nulles ; c'est la forme
d'une matriceM2. Nous avons donc trouv�e des matricesM2 = B et R = R�11 qui
v�eri�ent la condition recherch�eeM2 �R = A.

Il reste �a consid�erer la derni�ere colonne de P . On cherche � 2 IR� et t tels que
�[p14; p24; p34]

t = N2 u avec u = (�Rt; 1) La matrice N2 �etant de rang 3, pour tout
triplet [p14; p24; p34], il existe (au moins) un vecteur u tel que [p14; p24; p34]

t = N2 u.

La derni�ere coordonn�ee de u est non nulle. En e�et, le contraire impliquerait
que p34 = 0, ce qui signi�erait une matrice P derni�ere ligne nulle et donc de rang
2. En utilisant le facteur �, on peut donc trouver u de derni�ere coordonn�ee �egale �a
1.
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R �etant inversible, pour toute valeur de u, il existe t tel que u = (Rt; 1).

On a donc montr�e que dans le cas o�u la sous-matrice A est une matrice de
derni�ere ligne nulle, la matrice P peut être interpr�et�ee comme une matrice de
projection orthographique.

A de derni�ere ligne non nulle

Dans le cas o�u A est de rang 2 et de derni�ere ligne non nulle, il n'existe aucune
projection perspective ni orthographique, associ�ee �a la matrice de transformation
projective P . A quelle transformation g�eom�etrique correspond alors une telle ma-
trice?

Il s'agit en fait d'une projection orthogonale sur le plan de projection, suivie
d'une transformation projective (homographie) dans le plan de projection. Une
telle transformation a la forme suivante :

P3 = �H �

264 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1

375�
26664 R �R t

0 0 0 1

37775
= �

h
M3R N3 u

i
o�u � 2 IR�

o�u H est une matrice de taille 3 � 3 correspondant �a une homographie plane,
R est une matrice de rotation de dimensions 3 � 3 et o�u

M3 =

264 h11 h12 0
h21 h22 0
h31 h32 0

375

N3 =

264 h11 h12 0 h13
h21 h22 0 h23
h31 h32 0 h33

375
u = (�R t; 1)

Il nous faut maintenant d�emontrer que toute matrice P dont la sous-matrice A
est de rang 2 et de derni�ere ligne non nulle peut se d�ecomposer sous cette forme.
Il faut donc chercher H, R, et t, tels que P = [M3R N3 u].

En utilisant le lemme 2, on peut trouver R1 matrice de rotation et B de derni�ere
colonne nulle telles que A�R1 = B. On choisit alors R = R�11 , et une matrice H
dont les deux premi�eres colonnes sont �egales aux deux premi�eres colonnes de B.
On a alors M3R = A.

Consid�erons �a pr�esent la derni�ere colonne de P : p4 = [p14; p24; p34]. On cherche
u et N3 tels que

p4 = N3 u = �M3R t+ h3



122 D�emonstration

o�u h3 = [h13; h23; h33]
t est la derni�ere colonne de la matrice H. Avec t = [0; 0; 0] et

h3 = p4, cette condition est v�eri��ee.

Pour toute matrice P dont la sous matrice A est de rang 2 et de derni�ere ligne
non nulle, on a donc trouv�e une homographie H et un changement de rep�ere (R,
t) tels que la matrice P repr�esente une projection orthogonale sur un plan, suivie
d'une homographie H dans ce plan.

A.3.3 A de rang 1

Il est facile de constater que si A est de rang 1, alors P est n�ecessairement de
rang inf�erieur ou �egal �a 2. Il s'agit donc d'un cas de projection d�eg�en�er�ee.

A.4 D�emonstration des lemmes

D�emonstration du lemme 1

Soit A une matrice 3 � 3 quelconque. On cherche R matrice de rotation et B
matrice de derni�ere ligne (0; 0; 1) telles que B�R = A. En d�eveloppant le produit,
on obtient :

a3i = r3i i = 1; 2; 3

et 2666666664

a11
a12
a13
a21
a22
a23

3777777775
=

"
Rt 0
0 Rt

#
�

2666666664

b11
b12
b13
b21
b22
b23

3777777775
On peut normaliser la matrice A en imposant ka231 + a232 + a233k = 1. Ceci

d�etermine la troisi�eme ligne de la matrice de rotation R. On choisit la premi�ere et
la deuxi�eme ligne de R telles que R soit une matrice de rotation (orthonorm�ee). Les
six coe�cients de B sont alors d�etermin�es par un syst�eme de six �equations lin�eaires
en les coe�cients de A. La matrice du syst�eme est inversible de d�eterminant non
nul. Il existe donc une et une seul solution pour B. On a donc trouv�e deux matrices
R et B v�eri�ant les conditions demand�ees et telles que B �R = A. 2

D�emonstration du lemme 2

Soit A une matrice 3 � 3 de rang 2. On cherche R matrice de rotation et B
matrice de derni�ere colonne nulle telles que A�R = B. A �etant de rang 2, il existe
un vecteur v non nul, de norme unit�e, appartenant au noyau de A, c'est-�a-dire tel
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que :

Avt =

264 0
0
0

375
Soit R une matrice de rotation dont la derni�ere colonne est le vecteur v. Alors
A�R est une matrice de derni�ere colonne nulle. 2





Annexe B

Intersection de deux coniques

Nous donnons ici la solution explicite �a l'intersection de deux coniques ayant
trois points en commun. Les coniques sont d�e�nies comme dans le paragraphe
1.5.1 et nous choisissons un rep�ere de r�ef�erence construit �a partir des trois points
d'intersection, A, B et C : ils sont respectivement l'origine et les extr�emit�es de nos
vecteurs de base. Un tel changement de rep�ere est toujours possible et simpli�e
notablement la formule complexe que nous obtenons.

La premi�ere conique C� est d�e�nie par le birapport � et A,B, C et un quatri�eme
point D = (xd; yd) (voir section 1.5.1). La deuxi�eme conique C� est d�e�nie par le
birapport �, A, B, C et un quatri�eme point F = (xf ; yf ). A l'aide d'un logiciel de
calcul formel (Maple), nous avons exprim�e x et y, les coordonn�ees du quatri�eme
point d'intersection I de C� et C�.

x =
Z (� xf (1 � yd � xd) � � xd (1� xf � yf ))

�

y =
Z (� yf (1 � yd � xd)� � yd (1� xf � yf) + xd yf � yd xf � yf + yd)

�

o�u

Z = � xf yd (�� 1) + � xd yf (1� �)

125
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D

F

Γλ
Γµ

I?

A (0,0)B (1,0)

C (0,1)

Fig. B.1 - D�etermination de la quatri�eme intersection de deux coniques �a partir
du th�eor�eme de Chasles :
[I;A;B;C;D] = � et [I;A;B;C;F ] = �

� = � � [�xf (1� yd) + (1 � yf ) xd]

[� (�� 1) yf (1 � yd)� yd (� � 1) (1� yf ) �

+ 2 (� � 1) (� � 1) (yd (1� xf) � (1 � xd) yf)]

� (�� 1) (� � 1) [yd (1� xf )� (1 � xd) yf ]

[� (�� 1) xd (1� xf)� � (�� 1) (1 � xd) xf ]

+ [� (�� 1) yf xd � � (� � 1) xf yd]

[� (�� 1) (yfxd � (1� xf ) (1� yd))

+ � (� � 1) ((1 � yf ) (1� xd)� xf yd)]
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L'un des objectifs de la vision par ordinateur est la restitution des caract�eristiques
tridimensionnelles d'objets �a partir d'une ou plusieurs images de ces objets, soit pour
d�eterminer leur forme et leur position, soit pour les identi�er. Les m�ethodes classiques de
positionnement s'appuient sur l'�etalonnage pr�ealable des cam�eras, technique d�elicate et
parfois inutilisable, comme dans le cas de cam�eras mobiles. Nous montrons comment l'uti-
lisation des propri�et�es de la g�eom�etrie projective permet d'�eviter un �etalonnage explicite
et aboutit �a un positionnement relatif des objets observ�es. Des exp�erimentations sur des
sc�enes r�eelles contenant des objets poly�edriques simples permettent de valider la m�ethode
et d'�evaluer la pr�ecision du positionnement obtenu. La multiplication des techniques uti-
lisant les invariants projectifs, tant pour le positionnement que pour la reconnaissance,
nous a ensuite conduit �a �etudier la stabilit�e de ces derniers en pr�esence de bruit dans
les images. Une �etude th�eorique nous permet de proposer une mesure de similarit�e entre
invariants projectifs, ainsi que des moyens pour identi�er et �ltrer les valeurs instables.
Nous consid�erons ensuite di��erentes caract�erisations des ensembles de cinq points copla-
naires par des invariants projectifs et nous comparons leurs performances dans le cadre
d'un processus de reconnaissance sur des donn�ees simul�ees et bruit�ees.

mots-cl�es : vision par ordinateur, g�eom�etrie projective, positionnement relatif,
autocalibrage, reconnaissance d'objets, invariants, stabilit�e, discrimination

One of the main goals in computer vision is to infer three-dimensional characteristics
of some observed objets by analyzing one or several images of them. This allows either to
determine the shape and position of these objects or to recognize them. Classical positio-
ning methods depend on a previous calibration of the cameras. The calibration process
is tedious and unstable, and sometimes even impossible, as it is the case with a moving
camera. We show that using the properties of projective geometry, one can avoid explicit
calibration and obtain a relative positioning of the observed objects. We validate our me-
thod by doing some experiments on real images of simple polyhedric scenes, evaluating also
its precision. The development of techniques that use projective invariants for positioning
or recognition leads us to study the stability of projective invariants when computed from
noisy images. A theoretical study allows us to propose a similarity measure for projective
invariants, and some methods to identify and eliminate unstable con�gurations. We then
consider di�erent characterizations of �ve coplanar points with projective invariants and
we compare their performance in a recognition process using simulated noisy data.

key-words : computer vision, projective geometry, relative positioning, self-calibration,
object recognition, invariants, stability, discrimination


